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Como usar este libro

Como estudiante del programaUde@, usted es el centro del model o educativo y puede controlar el proceso de aprendizaje
mediante la organizacion del tiempo alrededor de sus intereses. La autonomia, la discipling, la creatividad y €l trabajo en
equipo son caracteristicas quele ayudaran en su formacion, parasolucionar problemasreales delasociedad, recurriendo a
método delaingenieria.

LaUniversidad de Antioquia, atra- . Texto
vés del programa Ude@, ha puesto £
a su disposicion contenidos acadé-
micos en diferentes medios con el
fin de facilitarle el aprendizaje me-
diante las tecnol ogias de informati-
cay telecomunicaciones clasicas y
modernas.

= Radio
m Televisién
= Impresos
= Web
| |
| |

Multimedia
Videoconferencias

El texto Ude@

En el model o Ude@ | os conocimientos son aportados por cadamedio enigualdad deimportanciay conlas
fortalezas propias de cadauno de ellos, pero €l texto desempefiaun papel fundamental en el aprendizajeya
gueesel quemésdiversidad ofrece en términosdefuncionalidad y cantidad de contenidos. El texto Ude@
no solo permite analizar con mas detalley profundidad los contenidos de cada curso, sino quefacilitaen
mayor medidalarealizacion de gjercicios, tareasy autoeval uaciones.

Estructura del texto Ude@

Laestructuradel texto eslineal, con unaprogresion gradual de cadatema, 1o cual hace masfécil latransmisién del contenido
de unamaneraldgica.

Ladivision del texto esta dada por capitulos que, asu vez, agrupan médul os (sesiones de clase). Al empezar cada capitulo
se encuentraun “ Contenido breve” en la columna externa, queincluye unalistadel nimeroy € titulo de los médulos que
componen € capitulo. Por su parte cadamaédul o contiene, en su primerapégina, un indicetemético del contenido, objetivos
especificos, preguntas basicas y unaintroduccion, que le guiarén en el proceso de aprendizaje sobre el temaen particular
de cada sesién de clase.



Tﬁi Los iconosy la interrelacion de medios

El material Ude@ ha sido producido de maneraintegral, teniendo como objetivo primordial el autoestudio. Por tanto, la
produccién delos contenidos se desarrollaen los diferentes formatos (radio, tel evision, web, multimedia, videoconferencias),
con enlaces entre |os mismos. La esencia de este enlace esta dada por 10s iconos Ude@.

Los iconos, como representaciones gréficas de la realidad, serén los elementos graficos que le
ayudaran a guiarse en su navegacion por los diferentes medios. El espacio gréfico de cada pagina
del texto estadividido en dos columnas: en lainterior, masancha, podraobservar todo lo relaciona
do con €l desarrollo del contenidoy las correspondientesfiguras (gréficas, fotos, etc.), mientrasque
enlaexterior encontraralas|lamadas aotros medios. Estas|lamadas permiten que hayainterrelacion
y retroalimentacion entre los mismos.

Los iconos de radio, television, multimedia, mapa conceptual,
videoconferencia o web leindicaran larutaaseguir. Por €llo esimportante que sepa que sobre el
temaque esta estudiando en el médul o impreso, también hay material disponible en otros medios,
y que ese material representa valor agregado puesto que e contenido de los diferentes formatos no
se repite Sino que se complementa.

’fﬂ' El mapa conceptual

Al comienzo del texto Ude@ usted encontrard un mapa conceptua del
curso, quelo orientarden el universo temético deladisciplina. Estaherra-
mienta pedagdgica hace posible la integracion conceptual, jerarquicay
funcional, en formagréaficay espacial, de todos los contenidos.

= Esimportante que durante su proceso de aprendizaje se pregunte cons-

tantemente s de verdad comprendi6 € significado de los términos y su

uso. Una buena manera de comprobarlo es explicandole el concepto a otra persona. No dude en
solicitar ayuda a su tutor.

= Antesdeiniciar el estudio de un capitulo lea el contenido brevey la presentacion.

= Las preguntas basicas de cada mddulo le ayudarén a valorar la comprension de los nuevos
conceptos presentados y de lateméticatratadaalo largo del mismo.

= El estudio de los gjemplos intercalados en los blogues de texto y la solucion de los gercicios
incrementaran sus habilidades en la solucion de problemas reales.

= Tome apuntes, plantéese preguntas y trate de resolverlas.

Geometria Euclidiana







. Capitulo 1: Algunos métodos de demostracidn

Médulo 1
Historiadelageometria
Médulo 2
Lademostracion
Médulo 3

Leyes

Médulo 4

Métodos de demostracién
Médulo 5
Condicionales

Médulo 6

Larefutacion

Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

.a- ‘.i

Médulo 7
Postulados
Médulo 8
Segmentos
Médulo 9
Angulos
Médulo 10
Poligonos

Capitulo 3: Tridngulo

[ 1]

Mddulo 11

Congruencia de tridngulos
Mddulo 12

Desigualdades

Mddulo 13

Otras congruencias de tridngulos

~ Capitulo 4: Cuadrilateros

"1 ]

Madulo 14

Paralelismoy perpendicularidad
Mddulo 15

Angulos especiales

OB B R

8 & 8 &

141

157

165



Maddulo 16

Propiedades de cuadrilateros
Mddulo 17

Rectas y puntos notables

Capitulo 5: Circunferencia

Médulo 18
Generalidadesdelacircunferencia
Médulo 19

Arcos 'y angulos

Capitulo 6: Relaciones métricas

Mddulo 20

Segmentos proporcionales
Maddulo 21
Semejanzadetridngulos
Mddulo 22

Relaciones métricas
Mddulo 23

Relaciones métricasen lacircunferencia

Capitulo 7: Areas

Modulo 24

Areas basicas
Moédulo 25
Relaciones entre areas
Médulo 26

Areas sombreadas

Capitulo 8: Construcciones

Mddulo 27

Construcciones elementales
Maddulo 28

Construcciones geométricas
Maddulo 29

Construccion de triangulos

Mddulo 30

Construcciones generales

181

197

&

2

S

B

3

8

S

&



El presentelibro surgi6 de unainvitacion hechapor el inge-
niero el ectronico Guillermo Ospina, coordinador general del
Proyecto Ude@, paraque sirvieracomo guiadel curso Geo-
metria Euclidiana en el programa de Ingenieria de Teleco-
municaciones delaUniversidad de Antioquia. Por este moti-
V0, no setrata de un estudio exhaustivo delageometriasino
delapresentacion de unostemas basicosy elemental es acor-
des con el programaoficial de un curso presencial.

Con €l contenido del texto se ha intentado proporcionar al
futuro ingeniero unos conocimientos que le sean Utiles en
sutrabajoy queledesarrollen lahabilidad de manejarlos con
buen criterio, razén por lacual el proceso demostrativo que
seles da aalgunos teoremas, y la solucion de algunos gjer-
cicios, es variada 'y no permite que e estudiante se sienta
«encasillado» con unasolametodol ogia. Losgjercicios plan-
teados son muy racionales y estan a alcance del alumno
para que pueda resolverlos y mejore su creatividad, con la
teoriaexpuesta.

En algunos médulos se presentan, en la parte correspon-
dientealosgercicios, preguntasdefalsoy verdadero con el
fin dequeé estudianterefuercelos conceptostedricos. Tam-
bién se presentan gercicios con figuras, en las que se pro-
porcionan la hipétesis (los datos dados) y latesis (lo que se
va a demostrar) para que se familiarice con ellas y pueda
identificar facilmenteunay otra. |gualmente, sedan algunos
gerciciosliterales para que vaya aprendiendo a construir la
figuracorrespondiente e identifique tanto |os datos como |o
gue se pide demostrar. Lasautoeval uacionesquevan al fina
de cada capitul o tienen lamismametodol ogia, pero amedida
gue se avanza en ese proceso van desapareciendo las figu-
ras, hastallegar aenunciarse problemas que ni siquieracon-
tienen letras. Con esto Ultimo se busca que e estudiante
idee simbolos propios, construya la figura adecuada y re-
suelvael problema planteado.

En el capitulo 1 se presenta en forma muy resumida una
resefia histérica de la geometriay las leyes de los nimeros
reales, junto con lasleyes deinferencialégicaque permiten

mostrar algunos métodos de demostracion. En €l 2 se estu-
dian conceptos basi cos que hacen posible establecer teore-
masy problemas que estan relacionados con lamediday la
congruencia de segmentos y angulos. En el 3 se hace una
presentacioninicial delageometriadel triangulo —generali-
dades, criterios de congruencia, relaciones entre sus ele-
mentos (desigualdades)—. En el 4 se analizan la
perpendicularidad, €l paralelismo, los cuadriléteros y los
angulos entre rectas y en poligonos, y se contindia con la
geometriadel tridngulo (puntosy rectasnotables). Enel 5se
presentan los elementos de la circunferenciay el circulo,
junto con las posiciones relativas, se analizan las propieda-
desdearcosy cuerdasy sedalaformadehallar lamedidade
los éngulos relacionados con la circunferencia. En el 6 se
continda con lageometriadel tridngulo y se analizan la se-
mejanzay lasrelacionesmétricasen é, enlacircunferenciay
enlospoligonosregulares. Enel 7 sepresentan lasférmulas
de &reas de las figuras planas, se establecen relaciones en-
tre las &reas de triangul os que tienen alguna propiedad y se
calculan éreas sombreadas. En €l Ultimo capitulo (8), que se
presentamas anivel de consultaque de estudio, se exponen
nociones sobre construcciones bési cas, lugares geométricos
sencillos, construcciones bésicas de tridngulos y algunas
construcciones de triangul os dados algunos de sus elemen-
tos.
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Capitulo 1

Algunos
meétodos de
demostracion

Contenido breve

Mddulo1
Historiadelageometria

) Modulo2
- -’ ‘ Lademostracion

Algunos genios de la Geometria.. JEVEIE
- y . Leyes

Maodulo4

Presentacién Métodos de demostracion

Maédulo5
Condicionales

Cualquier ciencia, por abstracta que sea (en especia la matemética), tiene sus co-

mienzos en laexperimentacion, y lageometria, que estabasadaenlamedicionyla M 6dulo6 »

observacion, no escapaaeste principio. Estaeslarazon por lacua empiezoconun ~ Larefutacion

enfoque histérico y paso luego ala geometriamoderna, cuyo desarrollo se debe a )

métodosy conceptos desarrollados en Europaentrelossiglos XV y X1X y queson Autoevaluacion

una continuacion de los teoremas clasicos de Euclides, mucho mas refinadosy ~ Capitulo1, médulos1al 6
sofisticados.

Bajo el supuesto de que el | ector tiene pocos conoci mientos de geometria, 0 ningu-
no, planteo las propiedades de los nUmeros reales y las leyes de inferencialégica
que permitieron mostrar luego algunos métodos de demostraci én que serviran para
el posterior desarrollo del curso.

Los médulos que comprenden este capitulo analizan temas que estan
correlacionados entre si: la geometria en sus inicios (clasico) con la geometria
moderna, las leyes de los nimeros reales y las leyes légicas - os métodos de
demostracién basados en un método deductivo—, las condiciones necesaria y
suficiente, y terminael médulo 6 con lasvariantes del condicional .






Médulo@

Historia de la geometria

Contenidos del médulo

1.1 Breveresefiahistoricadelageometria
1.2 Lageometriamoderna

Objetivos del mddulo

1. Describir ladiferenciaentrelageometriaexperimental y ladeductiva.
2. Bosquejar el desarrollo delageometriaen €l tiempo.

3. Enumerar lostérminos primitivos.

4. Mostrar los contenidos de los libros de Euclides.

Preguntas basicas

1. ;Quéeslageometria? ;Quésignifica?

2. ¢Quéeslageometriaexperimental ?

3. ¢Quéeslageometriadeductiva?

4. ¢Qué son el método inductivoy el deductivo?

5. ¢Qué son los Elementos de Euclides?

6. ¢Quiénes han intervenido en el desarrollo delageometria?
7. ¢Quéy cudles son lostérminos primitivos?

Introduccion

Con este médulo sedainicio al estudio de la Geometria Euclidiana. Se comienza
con los origenes de ella, basada en laobservacion y en laforma como evoluciona,
y sellegaaunageometriadeductiva. Se dan los nombres de | os principal es sabios
matematicos que através del tiempo han aportado sus conocimientos al desarrollo
delageometriay se muestran los principios del enfoque moderno delamisma.

Herddoto

(c. 484-425 a.C.). Historiador griego,
nacido en Halicarnaso (actual Bodrum, en
Turquia)

Vea el modulo 1 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
1.1 Breve reseiia histdrica de la geometria

Desde los comienzos del mundo el ser humano ha tenido la necesidad de contar,
medir y evaluar y para ello ha escogido unidades correspondientes, pero esimpo-
sible determinar con exactitud lafechaen que sedio origen alasideas de partiday
mas alin cuando se presentaron por primera vez las propiedades rel acionadas con
lafiguras geométricas. Sin embargo, se cree quelageometriaesunadelasactivida-
des més antiguas conocidas desde el punto de vista intelectual y que fueron los
babilonios, alrededor del afio 2000 a.C., y los egipcios, aproximadamente en 1300
a.C., quienesdesarrollaron laforma primitiva de la geometria basados en medicio-
nes y observaciones (método inductivo); las pirdmides son una muestra de los
conocimientos que ellos tenian de esta ciencia.

La palabra geometria se deriva de las palabras griegas «geo», que significa «tie-
rra», y «metronx, que significa«medir». Durante siglos el conocimiento delageo-
metria crecid de tal manera que se descubri6 que muchas afirmaciones se podian
inferir de otras en formadeductivay fue precisamente en Greciadonde se cultivé
con més dedicacion por parte delos sabios, quienesllegaron alaconclusion deque
lamayoriade |as afirmaciones geomeétricas se deducian de unas pocas proposicio-
nes béasicas (método deductivo).

Alrededor del afio 300 a.C., Euclides de Alejandria recopil 6 en sus famosos Ele-
mentos de la geometria los conoci mientos geométricos que existian hasta enton-
ces. Los Elementos constan de trece libros (capitulos hoy en dia) con 465 propo-
siciones, que comprenden lageometriaplana, lageometriadel espacio, lateoriade
nimerosy el agebrageométricagriega. Loscinco primeroslibrostratan defiguras
planas, los cuatro siguientes son llamados aritméticas (teoria de nimeros) y los
tres restantes son dedicados alageometriadel espacio. También dej6 Euclidesun
libro titulado Datos y escribid ademas sobre las secciones conicas.

Entre los sabios y mateméticos mas eminentes que han contribuido a desarrollo
de esta ciencia en general podemos citar a Tales de Mileto (c. 624-c. 548 a.C.),
Pitdgoras(c. 572-c.497 a.C.) y Platon (c. 427-c. 347 a.C.). Posterior aEuclides pode-
mos considerar aArquimedes (287-212 a.C.) y Apolonio de Perga (¢262-180?a.C.),
con quien terminalaedad de oro de la geometria griega, pues |os gedmetras pos-
teriores hicieron poco mas que llenar |os detalles y en algunas ocasi ones desarro-
[lar en forma independiente algunas teorias cuyos gérmenes estaban contenidos
en los trabajos de |os predecesores. Entre ellos podemos mencionar a Herén de
Algjandria(20-62d.C.), Menelao deAlgjandria(100 a.C.), PappusdeAleandria(ss.
[11-1V), Kepler (1571-1630), Newton (1642-1727) y otros grandes mateméticos.

1.2 La geometria moderna

El tratamiento moderno delageometria se debe al matemético aleman David Hilbert
(1862-1943), quien desarrollé en su obra Fundamentos de la geometria (1899) un
conjunto de postulados (21) paralageometria euclidiana que no se separan mucho
delos principiosde Euclides.

En los tratados modernos de los postulados de la geometria euclidiana no hay
descripciones de objetos como en los Elementos de Euclides, sino unas premisas
gue son €l punto de partida parael desarrollo de resultados posteriores. Se supone
gue existen sblo tres grupos de objetos primitivos [lamados «puntos», «rectas» y
«planos», con respecto alos cuales se verifican ciertas condiciones (postulados).
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Las proposiciones que se concluyan de los postulados, por medio de las reglas
|6gicas, son formamente vélidas si se han cumplido las siguientes condiciones:

1. Que se hayan enunciado explicitamentelostérminos primitivos con loscuales se
definen los otros.

2. Que se hayan enunciado unas proposicionesiniciales con las cuales se pretende
demostrar todas las demés. Dichas proposiciones son los postulados. Estos
deben cumplir las siguientes condiciones:

- Consistencia: no pueden ser contradictorios entre si.

- Independencia: ninglin postulado debe deducirse de los demas.

- Suficiencia: los resultados requeridos en la teoria deben ser una consecuecia
de ellos o contradecirlos.

3. Que las relaciones establ ecidas entre 10s términos sean rel aciones | 0gicas inde-
pendientes del sentido que pueda darse a los términos.

4. Que en las demostraci ones no se suponga nada de las figuras, es decir, que solo
intervengan las relaciones | gicas.

Debido a que hasta el momento no se tienen conocimientos de geometria para
desarrollar demostracionesformales, se hardunalistadelasleyeso propiedadesde
los nimeros realesy las reglas de inferencialgica para mostrar algunos métodos
dedemostracion (médulo 3).

Madulo 1: Historia de la geometria

Herddoto

A Herddoto se le conoce como el padre de
la historiografia. Su gran obra, conocida
como Historias, ha sido dividida en nueve
libros. En los primeros se relatan
costumbres, leyendas, historia y tradiciones
de diversos pueblos del mundo antiguo
(lidios, escitas, medas, persas, asirios y
egipcios), y los tres ultimos tratan los
conflictos armados entre Grecia y Persia
(que tuvieron lugar a principios del siglo V
a.C.), conocidos como las Guerras Médicas.
Herédoto creia que el Universo estaba
regido por el destino y el azar, pero le daba
gran importancia al sentido moral con que
las personas actuaban. Para él, la arrogancia
era castigada por los dioses. Este intento
de extraer lecciones morales del estudio de
los grandes acontecimientos, es la base de
la historiografia griega y romana.
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Médulo@

La demostracion

Contenidos del médulo

2.1 Lademostracién

Objetivos del médulo

1. Describir las partes de una demostracion.

2. Diferenciar las etapas de una demostraci on.

3. Relacionar los fundamentos de la demostracion.
4., Construir unademostracion.

Preguntas basicas

1. ;/Qué es unademostracion?

2. ¢COmo esta constituida una demostracion?
3. ¢Qué orden debe tener una demostracion?

4. ¢;En qué momento terminaunademostracion?

Introduccion

L os términos primitivos o no definidos constituyen la herramienta bésica paralas
definiciones y los postulados que serén los fundamentos en el proceso demostra-
tivo, junto a otros conocimientos que se pueden aportar. En este médulo no se
profundiza en la demostracion porque alin no se han estudiado muchos conceptos
geométricos ni se dispone de las propiedades de los nimeros real es.

Michel Chasles

(1793-1880). Matematico francés nacido
en Epernon y muerto en Paris.

Vea el moédulo 2 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
2.1 La demostracion

Sin pretender dar unadefinicién muy rigurosa podemos considerar lademostracion
de una proposicion p como una cadena finita de transformaciones que se realizan
mediante reglas légicas y que se forman a partir de proposiciones verdaderas o
supuestamente verdaderas y las cuales nos conducen a la proposicion p.

Una proposicion o relacion resultante de otras mediante el proceso de lademostra-
cién se llama deducida o demostrada.

Cuando se han establecido los términos primitivos, los términos definidos y un
sistema de postulados, podemos continuar definiendo nuevos términos y formu-
lando proposiciones nuevas que no entran o conducen a contradicciones y cuya
verdad o falsedad debe probarse. Tales proposiciones se [laman teoremas.

Definicion 2.1: Teorema

Un teorema es toda proposicion cuya validez se puede demostrar utilizando otros
elementos conocidos, mediante operaciones |égicas perfectamente coordinadas.
No siempretenemos evidenciadirectadelavalidez de un teorema. Eso dependeen
parte de su grado de complejidad y de nuestra mayor o menor familiaridad con su
contenido.

Un teorema requiere demostracion cuando no hay evidencia de su validez.
Lademostracion constade tres partes (figura 2.1):

a. El conocimiento o proposicion que se trata de demostrar. En esta parte esimpor-
tante diferenciar muy claramente lainformacion que nos dan (lahipétesis) delo
gue nos solicitan que demostremos (latesis).

b. Los fundamentos empl eados como base de la demostracién. Estos fundamentos
estén constituidos por los términos primitivos, |as definiciones, los postuladosy
las proposiciones o teoremas ya demostrados.

c. El procedimiento usado paralograr que el conocimiento quede demostrado (elegir
el método adecuado). Este método puede ser el deductivo o el inductivo.

El método deductivo consiste en partir de un nimero reducido de informacion
(hipdtesis-fundamentos) y mediante un proceso 16gico deducir otros conocimien-
tos o proposiciones nuevos.

El esquemaseria:

Hipétesis

- —— Proceso ]
Términos primitivos deductivo Tesis

Definiciones —
Postulados Fundamentos Conclusién

Otros teoremas

Figura 2.1. Método deductivo

El método inductivo es generalmente usado en las ciencias fisicas, naturales y
sociales porque a partir de una serie finita de casos se llega ala afirmacién de la
verdad de una proposicién.
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Generalmente, la estructura de una demostracion se expresa por medio de una
implicaciondelaforma H = T , donde;

a. Seaceptaque H (lahipdtesis) es verdaderay esta constituidapor los términos
primitivos, las definiciones, |os postulados y |as proposiciones (teoremas) cuya
validez ha sido probada.

b. Se establece una sucesion finita de afirmaci ones que son combinacionesy cone-
xionesdelos elementos delahipétesisH y losfundamentos que van adeterminar
queHimplicaaT.

c. SeafirmaqueT (tesis o conclusion) es verdadera (estéd basadaen el principio
filosofico: «Delaverdad no se puede seguir |afal sedad»).

Nota: el problemadelaconstruccién de unademostracion consiste en preparar una
serie de pasos que conduzcan a la conclusion deseada. No hay procedimientos
establecidos parahacerloy por ello lademostracion constituye un proceso creador
dentro de un conocimiento cientifico que se adquiere con lapracticay el desarrollo
delainiciativade cadauno.

En geometria una ayudaimportante en la demostracion es una figura que muestra
una clase particular de toda una clase de figuras geométricas paralas cuaestiene
validez el teoremaque se vaademostrar.

Modulo 2: La demostracion

Michel Chasles

Los trabajos de Chasles versaron sobre
temas de geometria proyectiva y descriptiva,
en especial sobre las cdnicas. Descubri
independientemente alguno de los
resultados de Jacob Steiner.

Fue practicante del llamado método mixto:
pensaba sus resultados analiticamente y los
presentaba sintéticamente. Chasles introdujo
el término homografia y definié las
correlaciones. Uno de sus resultados mas
conocidos asegura que «cuatro puntos
fijos de una conica determinan con un quinto
punto de la misma cuatro rectas cuya razén
doble no depende de ese Ultimo punto».

Gracias a Chasles, el tratado de Gérard
Desargues sobre la perspectiva fue
reconocido como uno de los clasicos en el
desarrollo primitivo de la geometria
proyectiva. Este trabajo, que fuera
despreciado en su momento por la mayoria
de los matematicos, fue desarrollado por
Michel Chasles mientras escribia su obra
Historia de la geometria.
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Contenidos del médulo

3.1 Propiedades de los nimeros reales
3.2 Leyesdelaldgicaproposicional

Objetivos del médulo

Lazare Nicolas Carnot

1. Diferenciar las propiedades de los nlimeros real es. (1753-1823). Ingeniero y general del

2 Clasificar Iasrelacioneﬁequivalentes gjército francés, nacido en Nolay y muerto
' ; . en Magdeburgo.

3. Formular lasreglasdeinferencia.

4., Utilizar lasreglasdeinferencia.

Preguntas basicas

1. ;Quévamosademostrar?

2. ¢Cudles son las propiedades de |os nimeros real es?

3. ¢Paraqué o en quélosvamosadutilizar?

4. ¢Qué son las leyes|égicas?

5. ¢Cudles son lasleyes|égicas?

6. ¢Qué son las relaciones equivalentes? ¢Cudles son?

7. ¢Enqué se aplican lasleyes o relaciones equival entes?

Introduccion

Como aln no se tienen conocimientos geométricos, pero si sobre 1os nimeros y
sobre el dgebra, entonces se presentaen este médulo un listado de las propiedades
basicas de los nimeros reales para aplicarlas posteriormente en las demostracio-
nes. Se hace ademas una breve presentacion de las leyes y reglas de inferencia
| 6gica para posteriores aplicaciones.

Vea el modulo 3 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
3.1 Propiedades de los nimeros reales

Asi €l lector esté familiarizado con las propiedades del sistema de los nimeros
reales, es conveniente presentarlas en este modul o antes de comenzar |os métodos
de demostracién.

Los métodos de demostracion estén aplicados a las propiedades de los nimeros
reales, porgque aln no se tienen elementos de geometria para su aplicacion.

Con frecuenciaen el desarrollo del curso el estudiante se referird a estas propieda-
des con su nombre 0 enunciandolas, o bien como propiedades de nimeros reales

simplemente.

Propiedadesdelaigualdad

1. Reflexiva a=a

2. Simétrica a=b—o>b=a

3. Transitiva: a=bAab=c—oa=c¢

4.Aditiva: a= )—>(a+c)=(b+d)

b)A(c=d

b)a(c=d)—(a-c)=(b-d)

a=b)a(c=d)—>ac=hd
c=d

(

5. Delasustraccion: (a
6. Multiplicativas
(

7.Deladivision: a=b)a(c=d)—>alc=b/dconc#0Ad =0

8. Cancelativa: (ac=bcac#0)—>a=hb

9. Sustitutiva: unaecuacion no cambiadevalidez si unaexpresion se sustituye por
otraequivaente.

Definicidon 3.1: Relacion de orden
Un ndmero real espositivo si y s6lo si esmayor que cero. Escribimos:

aecR*"©a>0

Un ndmero real esnegativo si y solo si esmenor que cero. Escribimos:

aeR ©a<0
> Mayorque <: Menorque >:Mayoroigua que <:Menoroigua que

Se debe tener presente que a > b y b < a son equivalentes, es decir, son formas
diferentes de expresar 1o mismo.

1. Ley opropiedad detricotomia: paratodo par de nimerosreales, ay b, unay solo
unadelas siguientes proposicionesesverdaderas a<b, a=b, a>b.

2. Adicion: (a>b)a(c>d)—(a+c)>(b+d)cona,b,c,deR
3. Sustraccion: a<b—>a-c<b-ccona,b,ceR

a>bac>0—ac>bc

4. Multiplicacion: }COH a,b,ceR

a>bac<0—ac<hbc
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a>bac>0—->al/c>bl/c
cona,b,c eR ¢x0

5. Division: a>bac<0—>alc<bl/c

6. Transitiva: a>bab>c—>a>ccona,b,ceR
. 1 1

7. Invertiva: a>b—>g<5,cona/\b¢0

Propiedadesdelaadicion

Si a, b, ¢ e R, entonces se cumple:

1. Cerradura a+b esunnimero real

2. Asociativa: (a+b)+c=a+(b+c)

3. Modulativa: a+0=0+a=a

4. Invertiva a+(-a)=(-a)+a=a-a=0

5. Conmutativa: a+b=b+a

Propiedadesdelamultiplicacién
Si a, b, ¢ eR, entonces se cumple:

1. Cerradura: a - b esun ndmero real

2. Asociativa: a-(b-c)=(a-b)-c

3. Conmutativa: a-b=b-a

4. Modulativa: l-a=a

5. Invertiva: a-(l/a)=(l/a)-a=1,cona=0
6. Distributiva: a-(b+c)=(b+c)-a=ab+ac

Las propiedades de la adicion y lamultiplicacion constituyen las «propiedades de
campo de los nimeros real es».

3.2 Leyes de la ldgica proposicional

Es conveniente que €l lector tenga presente la estructura y composicion de las
proposiciones ldgicas, los conectivos, las tablas de verdad y |as tautologias.

Como las tautol ogias son esquemas validos de inferencia, constituyen entonces el
punto de partida paralas leyes | 6gicas que son universalmente verdaderas.

A continuacion enumeramos algunas leyes |6gicas que con regularidad estamos
aplicando en las ciencias.

1. Ley deidentidad: p=p
2.Leydecontradiccion:  (pA~p)
3.Leydel terceroexcluido: pv ~p

4.Ley dedoblenegacion:  p<~(~p)
5.Leyesdesimplificacion: (pAg)=p; (pAQ)=(

p

p
gue se suelen expresar: 4, 4
p

o]

6. Ley deadicion (LA): p=(pvq)q=(pvQ)

Modulo 3: Leyes

Lazare Nicolas Carnot

Lazare Nicolas Carnot es el padre de Nicolas
Léonard Sadi Carnot, fisico que describio el
ciclo térmico que lleva su nombre y a partir
del cual se descubrid el segundo principio
de la termodinamica. En su libro Reflexiones
sobre la metafisica del cdlculo infinitesimal,
Lazare Carnot intenté demostrar que los
métodos de Newton y Leibniz son algoritmos
equivalentes al método de exhaucion de
Arquimedes. Una de las conclusiones
posteriores a este trabajo fue que los
verdaderos principios metafisicos son los
principios de compensacion de errores.
Segun su razonamiento, los infinitesimales
son cantidades despreciables que son
introducidas, al igual que los nimeros
imaginarios, para facilitar los calculos, y son
eliminadas para alcanzar el resultado final.
Asimismo, las ecuaciones imperfectas se
vuelven perfectamente exactas en el cdlculo
mediante la eliminacion de cantidades tales
como los infinitésimos de orden superior,
que son una fuente de errores. Otra de sus
mas importantes obras es Géométrie de la
position.
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
7. Leyesconmutativas:

(pAQ) <= (qAp)
(pvQg)<(qvp)
(p<>0)<=(q<>p)

8. Leyesasociativas.
[(pAg)Aar]=[pA(gan)]
[(pva)vr]e[pv(avr)]
[(pegor]e[po(@ern)]

9. Leyesdistributivas:

[pAa(@vn]e[(prg)v(pan)]
[pv(@an]e[(pva)a(pvn)]
[P=>@an]e[(p>aa(p—r)]
[P=>@vn]e[(p->av(p—r)]

10. Ley transitivao silogismo hipotético: [(p > a)A(q—>r)]< p—>r
gue también se suele expresar:

p—>q
9-r

p—o>r
11. Ley detransposicion: (p—>q) < (~q—~p)
12. Ley del bicondicional: (p <> ) < [(p—a)A(q— p)]

13. Ley del condicional-disyuncion: (p—>q) < (~pvq)

14. Leyesde DeMorgan:
~(pArg) < (~pv~0)
~(pva) <= (~pa~0)

15. Ley modus ponendo-ponens (PP)

p—>q
[(p>aArp]led o g—

16. Ley modustollendo-tollens(TT)

p—q
~q
~p

[(p>qr~q]e~p o
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17. Ley modus tollendo-ponens (TP)

pvq

~Pp
q

[(pva)r~p]=q o

pvq
[(pva)r~ql=p o %

18. Ley del silogismo disyuntivo:

pva
p—r
q—s

rvs

Un caso particular del silogismo disyuntivo es:

pvq
p—>r
q—>r

r

Existen tres reglas basi cas de validez que se aplican continuamente.

Regla 1: las definiciones, los postulados y |0s teoremas demostrados pueden apa-
recer en cualquier paso de lademostracion.

Regla 2: proposiciones equivalentes se pueden sustituir entre si en cualquier parte
de una demostracion.

Regla 3: una proposicion se puede introducir en cualquier punto de la demostra-
cion.

Modulo 3: Leyes
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Médulo@

Métodos de demostracion

Contenidos del modulo

4.1 Demostracion directa
4.2 Esquemadelademostracion directa
4.3 Demostracionindirecta

. Objetivos del médulo

Jacob Steiner

] ) (1796-1863). Matematico suizo nacido en
1. Andlizar €l enunciado que se vaademostrar. Utzenstorf y muerto en Berna.

2. Relacionar los fundamentos en la demostracion.
3. Diferenciar lademostracion directade lademostraci én indirecta
4, Utilizar los conocimientos en lademostracion parajustificar |os pasos dados.

. Preguntas basicas

1. ;Quéeslademostracion directa?

2. ¢Como establecer los fundamentos parala demostracion?

3. ¢Cémo relacionar losfundamentos?

4. ;Cudl esladiferenciaentrelademostracion directay laindirecta?
5. ¢Cuando hacer una demostracion indirecta?

Introduccion

En la mayoria de los casos, 1os alumnos tienen mucho temor de enfrentar una
demostracion de alguna proposicion. La pregunta que mas se escucha es. ¢c0mo
empiezo? Se espera que la orientacién dada en la presente seccién contribuya a
darle confianzaa aumno en este arte.

Vea el modulo 4 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
4.1 Demostracion directa

L os procedimientos de demostraci 6n establ ecen la.conexidn | 6gicaentrelosfunda-
mentos y Sus consecuencias sucesivas, hasta llegar a la tesis o conclusion final.
Las diferentes formas de ordenar |os elementos de la demostracion (fundamentos,
consecuencias directas, conclusion final) establecen diferentes tipos de procedi-
mientos demostrativos, a saber: demostracion directa y demostracion indirecta.

Lademostracion directadel teorema H — T esel procedimiento que nospruebala
verdad de T mediante una serie finita de inferencias de los elementos de H.

4.2 Esquema de la demostracion directa

Este procedimiento nosllevaal descubrimiento delaveracidad delatesismediante
el examen delas condiciones, lostérminos primitivos, |as definiciones, 1os postula-
dos y las proposiciones ya probadas que en conjunto conforman la hipétesis H,
constituyéndose asi en un razonamiento deductivo que nos conduce a la conclu-

sion de latesis T. Si de un conjunto finito de proposiciones p,, p,.....p, que
constituyen la hipotesis H se siguen como consecuencias |6gicas las proposicio-
nes t,,t,....t, y de éstas se concluye latesis T, entonces decimos que €l teorema

H = T se ha demostrado o deducido directamente. Debemos tener presente el
esquemageneral delademostracionilustrado enlafigura2.1.

Otraformade esquematizar lademostracion directaseria

P..H
(@ < P,...H ; premisas que congtituyen |a hipotesis
P..H

definicion, postulado

2) DeP,P,oR =t >
@ bR OR =L {uotroteorema

(3 t,=t, >razdnde(2) y asi sucesivamente, hasta

definicion, postulado

nt,=>T->
u otro teorema

En forma simplificada: si alas premisas P,P,,..., R, que forman la hipétesis las
denotamos por P, entonces:

(1) P...hipdtesis

(2) P=1t,...fundamento

(3) t,=t,...fundamento

(4) t, =t,...fundamento

(,:1) t_, =T - fundamento

(n+1D.Luego t, =T ...silogismoentre(2) y (n).
.. T esverdadera ... PP y se hademostrado que H = T.
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Omésain: P=t =t = .=t =T.

L P=TAT esverdadera.

En resumen, en una demostracion directa cada paso debe ir acompafiado de una
explicacion que justifique su presencia.

Ejemplo4.2.1

Si a, by csonnimerosreaestalesquea<b y ¢ >0, entonces ac < bc. En este
caso los fundamentos o bases de la demostracion se encuentran en ladefinicion de
desigualdad, lamultiplicacién en desigualdad, la propiedad distributivay €l teore-
ma s a y b sonnimerosreaes, entoncesa<bsiysdlosib-a>0.

Si aplicamos €l teoremaenunciado alahipétesis (a <b) tenemosb — a>0. Como
¢ >0 (hipotesis), por lamultiplicacion en desigualdad obtenemos: c (b - a) >0y
por lapropiedad distributiva: cb—ca > 0. Si aplicamosde nuevo el teoremaenun-
ciado, entonces ca < cb y lademostracién ha concluido.

También podemos organi zar lademostracion delasiguiente forma:

1l abyceR (hipotesis)

2. a<b (hipotesis)

3.¢>0 (hipotesis)

4.b-a>0 (teoremaenunciado aplicado a2)

5. c¢c(b-a)>0 (multiplicacion en desigualdad de 3y 4)
6. cb-ca>0 (propiedad distributivaen 5)
7.ca<ch (teorema enunciado aplicado a6)

8. ac<bc (propiedad conmutativa)

4.3 Demostracion indirecta

Si setienen dificultades en la construccion de una demostracion directa, se pueden
obtener aveces resultados més simplesy mejores empleando al gunos otros méto-
dos.

Cuando se establece la validez de unatesis T probando que las consecuencias de
su contraria son falsas, entonces se realiza una demostracion indirecta.

Lademostracion indirecta determinalaveracidad de latesis que se demuestra, no
examinando éstasino algunas otras proposi ciones, |as cua es se hallan concatenadas
con latesis que se demuestra, de tal manera que, comprobada lafalsedad de aqué-
llas, se sigue necesariamente la veracidad de latesis.

Lademostracion indirecta se basaen el hecho dequesi ~ T (negacion delatesis)
esfalsa, entonces T es verdadera. Lamejor manera de hacerlo es mostrando que
~ T no es compatible (contradice) con las afirmaciones dadas en la hipétesisH y
por lotanto ~ T esfalsay T esverdadera.

L uego, parademostrar un teoremadelaforma H = T , basta deducir alguna con-
tradiccion apartir delahipétesisauxiliar HA ~ T .

Hay cuatro formas diferentes del método indirecto de demostracion.

a ~T= ~H,yaque H = T esequivaente(porleyeslogicas)a~T =~ H. La

Maodulo 4: Métodos de demostracion

Jacob Steiner

Steiner realizd estudios sobre geometria
proyectiva utilizando métodos sintéticos
(independientes de las coordenadas).
Propuso como problema una generalizacion
del teorema de William Wallace: «Demostrar
que el lugar de los puntos P del plano de un
tridngulo ABC tales que las proyecciones
ortogonales U, V, W, de P sobre los lados a,
b, ¢ del tridngulo ABC son vértices de un
tridngulo de drea dada k es una
circunferencia concéntrica con la
circunscrita al triangulo ABC». La
generalizacion fue demostrada rapidamente
y aparecié publicada en los Anales de
Gergonne.
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
demostracion indirecta, en este caso, sereduce autilizar el contradirecto (médulo

6, apartado 6.2) ~T = ~ H del enunciado H = T
b.(HA~T)= ~H
c.(HA~-T)=>T

d. (H/\~T)3 (p/\~ p)

Enloscasosb, ¢, d hacemos uso delahipétesisdoble H A ~ T , constituida por la
conjuncion de la hipétesis (H) y lanegacion delatesis ~T.

El caso d delademostracionindirecta (HA ~T)= (pA ~ p) amenudo sellama
reduccién al absurdo.

Lasformasb, ¢ y d de la demostracion indirecta son muy Utiles ya que, como se
observa, esposibletomar a ~ T (negacion de latesis) como una hipétesis ademas
de H y también porque existen otras dos conclusiones ademas de T.

Ejemplo4.3.1

Sia, by csonnimerosrealestalesque a +c <b+c,entonces g <p . Lahipétesis

esa+c<b+c ylatesises a<h. En este caso los fundamentos de la demostra-
cion se encuentran en la adicion en desigualdades y la ley de tricotomia de los
reales, ademas de lanegacion delatesis.

1. a%b eslanegacion delatesisy congtituye la hipétesis auxiliar.

2. a,byceR (hipotesis)

3. a+c<b+c (hipotesis)

4. b<a (ley delatricotomiaaplicadaal)
5.b+c<a+c (adicion en desigualdad aplicadaa4)
6. a+c<b+cyY b+c<a+c (contradiccion entre 3y 5)

Concluimos entonces que a<b.

Ejemplo4.3.2

Seanay b dosnimerosreales, entonces a < b siysdlosi b—a > 0. El enunciado
nos indica que hay un bicondiciona cuyaley (12 del médulo 3, apartado 3.2) nos
diceque:

(pe>a)<[(p—>a)A(@— p)]-
El enunciado debemos descomponerlo en dos condicionales:

a p—q:s b-a>0entonces a<h.

b.g— p:s a<b,entoncesb—-a>0.

Losfundamentos paralademostracion estén en laley detricotomia, ladefinicion de
desigualdad, |as propiedades del inverso aditivo, el neutro aditivo, laasociatividad

y lahip6tesis auxiliar delanegacion delatesis.
Demostremoslapartea:

1l abeR (hipdtesis)
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2.
3.
4.

Analicemos estas dos situaciones:

5.
6.

7.
8.

9.

10.
11

12.

13.
14.
15.

16

17.

b-a>0

a/sb

a=bva>b

a=b
a+(-a)=b+(-a)
a-a=b-a

O=b-a
(b—a>0)A(b—a=0)

a=b

a>b
a+(-a)>b+(-a)
a-a>b-a

O0>b-a

b-a<0
.(b—a<0)A(b-a)>0

a%b

(hipotesis)
(hipotesisauxiliar (negacion delatesis))

(de 3; ley detricotomia)

(hipotesisauxiliar)

(adici6n enlaigualdad; en 5)

(definicion)

(inverso aditivoen 7)

(de2y 8, es una contradiccién con la
ley detricotomia)

(negacién de 5 por ser falsa)
(hipétesisauxiliar, lactraalternativade 4)
(adicion aplicadaen desigualdad 11)
(definicion)

(inverso aditivo en 13)

(14 y 15 son equivalentes)

(de2y 15, esunacontradiccion de laley de
tricotomia)

(negacion de 11 por ser falsa)

Observamos que 4 separadaen 5y 11 producelas contradicciones 9y 16, luego 4 es

falsa(10, 17) y por tanto concluimos que a < b (ley detricotomia).

Enformasimilar sedemuestralaparteb.

Otraformade enfocar lademostracion es:

a¢b (negacion de latesis), lo cual implicaquea = b oa > b, segin laley de
tricotomia.

Si a = b tenemos una contradiccion con la hipotesis (a < b), luego a «b.

Si a ¥ b tenemos una contradiccién con lahipétesis (a < b), luego a #b.

Como a=b Y a3 b,entoncespor laley delatricotomialalnicaalternativa que
hay esa < b y concluimos |a demostracion.

Enlademostracién anterior, ¢cud eslafundamentacion?

Maodulo 4: Métodos de demostracion
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Médulo@

Condicionales

Contenidos del modulo

5.1 Condicién de suficienciay condicion necesaria

Objetivos del médulo

1. Diferenciar entre condicion suficientey condicion necesaria.
2. Determinar si unainformacion dada es suficiente o necesaria, o suficientey
necesaria, parainferir lo solicitado.

Preguntas basicas

1. Con lainformacion que medan, ¢si puedo concluir o solicitado?
2. ¢Lainformacion dada serasuficiente?

3. ¢Lainformacion dada seranecesaria?

4. ¢)ainformacion dadasera suficientey necesaria?

5. ¢Lainformacion dada sera necesaria pero no suficiente?

6. ¢Lainformacion dada sera suficiente pero no necesaria?

7. ¢Lainformacién dadano esni suficiente ni necesaria?

Introduccion

Para realizar y controlar un proceso se deben conocer las condiciones con las
cuales dicho proceso se cumple. Las condiciones deben responder alas preguntas
formuladas, teniendo presente que pueden ser suficientes, necesarias o suficien-
tesy necesarias. Se debe tener presente que una condicion suficiente no esindis-

pensable paralarealizacién del suceso, contrario alacondicién necesaria.

Platon

(c. 427-c. 347 a.C.). Filésofo y matematico
griego nacido en Atenas.

Vea el modulo 5 del
programa de television

Geometria Euclidiana
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
5.1 Condicidn de suficiencia y condicion necesaria

Paralarealizaciony el control de un proceso debemos conocer las condiciones con
las cuales dicho proceso se cumple. Ta es condiciones pueden ser:

a. Suficientes, sin ser necesarias
b. Necesarias pero no suficientes
c. Suficientesy necesarias

Definicion 5.1.1

Una condicion suficiente paralarealizacion de un acontecimiento es unacircuns-
tancia en cuya presencia el acontecimiento debe ocurrir. Una condicién suficiente
no esindispensable paralarealizacion de un acontecimiento.

Ejemplo5.1.1

1. Ser divisible por 4 es una condicin suficiente paragque un nimero seamdltiplo de
2. Sinembargo, un nimero puede ser multiplo de 2 sin ser divisible por 4.

2. Quea seaun nimero natural es condicion suficiente paraque seanimero entero.
Sin embargo a puede ser un nUmero entero sin ser natural.

3. Laproposicién p esuna condicién suficiente paralaproposicion g, lo cual quiere

decir quesi p severifica, entonces g se verifica ( p— q) ,0también, quesi q

no se verifica, entonces p no pudo verificarse (~q—~ p).

Definicion 5.1.2

Unacondicion necesaria es aquella cuyo cumplimiento es indispensable para que
se produzca un acontecimiento, es decir, laausenciadetal condicion determina la
no realizacion del acontecimiento.

El hecho de que se cumpla una condicion necesaria paralarealizacién de un acon-
tecimiento no indica que sea suficiente; éste puede, sin embargo, no realizarse.

Ejemplo5.1.2

1. Sean un entero. Entonces la condicion «n es un entero negativo» es condicion
necesaria para que 2n sea un niimero negativo, puesto que no puede darse el
caso de que 2n sea hegativo siendo n positivo.

2. La presenciade oxigeno es unacondicidn necesaria parala combustion de una
sustancia. En efecto: sabemos que no puede producirse combustion de una
sustancia en ausencia de oxigeno. Ademas puede existir oxigeno sin que se
produzca la combustion, pues dicha condicion no es suficiente.

La proposicién p es una condicidn necesaria paraq, lo cua quiere decir que g no

puede verificarse si p no se verifica (~ p— ~q) , 0 también, que si q se verifica,

entonces p tiene que verificarse (q — p) .
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Definicion5.1.3

Unacondicion q que esalavez suficientey necesaria parael cumplimiento de un
determinado acontecimiento, se llama condicidn suficiente y necesaria.

Ejemplo5.1.3

1. Si n esun numero entero, entonces la condicidn de ser a un nimero positivo es
suficiente y necesaria para que 2a sea un entero positivo.

2. Elevar latemperaturaa punto critico en presenciade oxigeno es condicidn nece-
sariay suficiente para que se produzca la combustion de una sustancia.

Si p y g son dos proposiciones, entonces p es una condicién suficientey necesaria
paraq. Puede expresarse en lasiguiente forma: (p— q)A(q— p), o también,

p<0q, queleemosp si y solosi g.

Modulo 5: Condicionales

Platon

En su pensamiento destaca la feoria de las
ideas, que proponia que los objetos del
mundo fisico s6lo se parecen o participan
de las formas perfectas en el mundo ideal,
y que s6lo las formas perfectas pueden ser
el objeto del verdadero conocimiento. La
teoria de las ideas se puede entender mejor
en términos de entidades matematicas. Un
circulo, por ejemplo, se define como una
figura plana compuesta por una serie de
puntos, todos equidistantes de un mismo
lugar.

Para Platon, la forma de circulo existe, pero
no en el mundo fisico del espacio y del
tiempo. Existe como un objeto inmutable
en el dmbito de las ideas, que sdlo puede
ser conocido mediante la razon. Las ideas
tienen mayor entidad que los objetos en el
mundo fisico tanto por su perfeccion y
estabilidad como por el hecho de ser
modelos, semejanzas que dan a los objetos
fisicos comunes lo que tienen de realidad.
Las formas circular, cuadrada y triangular
son excelentes ejemplos de lo que Platon
entiende por idea. Un objeto que existe en
el mundo fisico puede ser llamado circulo,
cuadrado o tridngulo porque se parece
(«participa de», en palabras de Platon) a la
idea de circulo, cuadrado o tridngulo.
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La refutacion

Contenidos del modulo

6.1 Larefutacion enlamateméatica
6.2 Formas condicionales

- Objetivos del médulo

1. Emplear larefutacion como una demostracion de que algo no es verdadero.
2. Usar el contrarreciproco en unademostracion.

3. Inferir que hay proposiciones que no siempre se cumplen.

4. Utilizar los conocimientos en lademostracion parajustificar |os pasos dados.

- Preguntas basicas

1. ¢Quéesun contragjempl 0?
2. ¢Siempre hay contragjemplos?
3. ¢S0lo se puede usar lademostracion directao laindirecta?

Introduccion

Continuando con la demostracién de si una proposicion es falsa o verdadera, en-
contramos que una situacion particular puede hacer que el enunciado presentado
seafalso. Hay ademés en geometriay en otras areas del conocimiento situaciones
en las cuales una demostracién es méas sencilla o sélo posible usando el
contrarreciproco delaproposicion. ¢Como saberlo? Cuando se aprendael artedela
demostracion, se pueden percibir dichas situaciones.

Dinostrato

(350 a.C). Matemdtico griego.

Propuso la cuadratura del circulo y
demostrd que mediante la trisectriz de Hipias
era posible lograrla. A esta curva se la
empieza a llamar cuadratriz.

Vea el modulo 6 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion
6.1 La refutacion en la matematica

Larefutacion esel razonamiento o serie de razonamientos que pruebalafal sedad de
una hipoétesis o la inconsecuencia de su supuesta demostracion.

Hay dos formas bésicas para refutar una proposicién:
a. Refutacion por contradiccién.
b. Refutacion por contragjempl o o por ejemplo del contrario.

En la refutacion por contradiccién suponemos que la proposicion dada es verda-
dera y utilizamos cualquiera de los métodos de demostracién para llegar a una
conclusién que contradiga una proposicion cuya verdad ha sido aceptada o de-
mostrada, con lo cual demostramos que la proposicion dada es falsa.

Ejemplo6.1.1

Refutar laafirmacion: «Existea menosunnimeroreal atal quea?< 0».
Supongamos que esa proposicion es verdaderay, por tanto, que «existe a e R , ta
guea?< O». Lahipbtesisseraentonces. acR y a?<0.

Por laley delatricotomiatenemos; a<0, a=0, a>0. Analicemos cadacaso:

aSia<0=-a>0=(-a)(-a)>0=a’ >0, locual contradice lahipotesis
(a® <0), dedonde a £ 0.

b.Si a=0=a%=0, locual contradice lahipdtesisy por consiguiente a = 0.

.S a>0=a?>0,locua contradicelahipdtesis (a2 < O), luego a # 0.

En todos |os casos hemos obtenido una contradiccion,y con a+ 0, a=0, a# 0
concluimos que «no existe un nimero real a tal que a?< Ox».

Larefutacion por contraejemplo o por ejemplo del contrario es uno de los proce-
dimientos més eficaces pararefutar unaafirmaciony consisteen halar uncasoenel
cual no secumplalaafirmacion. Lo anterior indicaquelapruebade existir unasola
excepcion essuficiente pararefutar unaafirmacion.

El método es recomendado cuando setrata de refutar afirmaciones delaforma:
a. Todo individuo verificalapropiedad p.

b. Ningun individuo verificalapropiedad p.

Ejemplo6.1.2

Refutar por contragiemplo laafirmacion: «Paratodo n e N severificaque n? +n+41
€sun nUmero primo.

Si sugtituimosn por losnimerosnaturales1, 2, 3...., 38, 39 enlaexpresion n2 +n + 41,
podemos comprobar que |os resultados son nimeros primos.

Paran=1n?+n+41=(1)" +1+41= 43,
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Paran=2,n%+n+41=(2)" +2+41=47.

Paran =39, n” +n+41=(39)” + 39+ 41= 160L.

Paran=40,n*+n+41= (40)2 +40+41=40(40+1) + 41=40(41) + 41
=41(40+1) = 41x41
lo cual nos indica que no es un nimero primo (es un NUMero Compuesto).

6.2 Formas condicionales

Hemos estudiado diferentes métodos de demostracion y podemos observar que
ellos corresponden alaestructura H = T, 0 contienen dicha estructura; por eso
debemos estudiar algunos elementos de laldgica proporcional.

Recordemos que si p y  son proposi ciones siempre se verifica que:

a (pra)=(anp)

b. (pva)e(avp)

c.(peag)e(qgep)
(

d(p—>a)=(a—>0p)

Podemos afirmar que las operaciones conjuncion (A), disyuncion (v)y

bicondicionalidad («>) son conmutativas, mientras que el condicional carece de
dicha propiedad.

Dado el condicional ( p— q) podemos obtener |os siguientes condicionales que
nos pueden ayudar en el proceso deductivo de la geometria:

a. g — pllamado reciproco (contrapuesto) del condicional p —Q

b. ~q—>~ p sellamacontradirecto del condicional p —q

¢. ~ P —>~( conocido como reciproco del contradirecto (contrarreciproco) del
condicional p—>q

Lo anterior lo podemos establecer en el siguiente esquema.

Directo Reciproco

D> E Reciproco ; 1P

Dinostrato

Contrario Contrario

Modulo 6: La refutacion

La cuadratura del circulo (construccion con
regla y compas de un cuadrado con area
- po>~q ~q—>~p igual a la de un circulo dado) es un famoso

Reciproco problema que data de la época griega y fue
propuesto, entre otros, por Dinostrato. La
imposibilidad de esta construccion fue

Figura 6.1 demostrada en 1882.

Geometria Euclidiana 47



Capitulo 1: Algunos métodos de demostracion

Podemos observar que en la demostracion indirecta (~T =>~H) utilizamos el
contradirectode H = T.

Ejemplo6.2.1

Dadas las proporciones:

p: «El nmero n esun nimero natural»
g: «El nimero n esun nimero entero», entonces,

P — g: «Si el nUmero n es un nimero natural, entonces es un nimero
entero»

a. El reciprocode p— 0 es d— p: «Si e nlmero n es un entero, entonces n
es un ndimero natural»

b. El contradirectode p—>0 es ~q—~ P: «Si el nlmero n no es un entero,
entonces n no es un nimero natural»

c. El reciproco del contradirectode p—> 0 es ~ p >~ (: «Si & nmeron no es
natural, entonces n no es un NUMero entero.
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Capitulo 1

Algunos
meétodos de
demostracion

Modulos 1 al 6

Demuestre |os siguientes teoremas en €l sistemade los nimeros reales:

1L Si a, b, ¢, d son nimeros reales, entonces:
at+(b+c+d)y=(a+b)+(c+d).

2 Sean a, b y ¢ nimeros reales, entonces:
a+tc=b+c= a=h.

3 Sean a, b y ¢ nlmeros reales, entonces:
atb=c = a=c-bh.

4 Paratodo nimerorea a, secumpleque —(—a)=a.

5. Paratodo nimeroreal a secumpleque (-1)a= —a.

6. Que /2 esunnimeroirracional.

7. Si a, by c son nimerosreaestales que ac < bc Yy C> 0, entonces g <p .
8 Si a, b sonndimerosredlesy a>b >0, entonces a* <b*.

9 Si a 'y b son enteros impares, entonces ab esimpar.

10.  Sia?esimpar, entoncesa esimpar.

Refute por contragjemplo las siguientes afirmaciones:

11.  Paratodo par de nimerosrealesa, b secumple que (a + b)?= a2+ b2,
12 Paratodo par de nimerosrealesay b secumpleque (a —b)*=(b —a)%.
13, Ningln ndimero entero positivo par es primo.

14.  Todonumero miltiplode2y 3esmuiltiplode 12.






Presentacion

Como todaciencia, lageometriatiene en susinicios unos términos primitivos o no
definidos que se relacionan entre si para formar la estructura solida. Uno de los
términos que estan relacionados con los términos primitivos son los postulados, y
son precisamente elloslos queinician este capitul o para poder establecer un orden
y un rigor 16gico posterior. Luego se presentan términos ya definidos, basados en
los primitivos, y propiedades que se van generando, tales como lamedida, la con-
gruenciay laigualdad, tanto de segmentos como de angulos. Por Ultimo se estu-
dian las caracteristicas general es que presentan |os poligonosy la circunferencia.

Capitulo 2

Elementos
hasicos de Ia
geometria

“|Contenido breve

Modulo7
Postulados

Modulo8
Segmentos

Maodulo9
Angulos

Modulo10
Poligonos

Autoevaluacion
Capitulo 2, modulos 7 a 10






Médulo-

Postulados

Contenidos del modulo

7.1 Postulados deincidencia
7.2 Postulados de orden

Objetivos del médulo

. ldentificar lostérminos primitivos.

. Diferenciar un postulado de un teorema o un corolario.

. Aplicar los postulados en las demostraciones de proposiciones.

. Manegjar los conceptos y notaciones de |os elementos basicos de |la geometria.

A WN P

Preguntas basicas

. ¢Qué son términos primitivos?

. ¢Quérelacion hay entre ellos?

. ¢COmMo se pueden ordenar las partes?

. ¢COmo serelacionan entre si |ostérminos mas primitivos?

. ¢Cudl esladiferenciaentre segmento, rayo, semirrecta, planoy semiplano?

a b~ wdhNPE

Introduccion

Vimosen el capitulo anterior que slo existian en geometrial os elementos primiti-
vos llamados punto, recta, plano, de los cuales tenemos unaideaintuitivay acep-
tamos su existenciay con respecto alos cuales se dan ciertas relaciones primitivas
de pertenencia (estar en), colinealidad (entre), congruencia. Estostérminosy rela-
ciones primitivas se pueden relacionar entre si mediante enunciados tales como:

El punto M estaen larectal.
El punto P estaentrelospuntosM y N de larectal.

Con base en los términos primitivos y |as rel aciones podemos empezar el proceso
deductivo de la geometria, no solo presentando |os postulados sino deduciendo
ademés | os teoremas que se desprenden de ellos y dando las definiciones que sean
necesarias.

L os postulados|os podemos clasificar como postulados deincidencia(existenciay
enlace), de orden (estar en), de congruencia (igualdad segln Euclides), continui-
dady paralelismo.

Euclides

(fl. 300 a.C.). Matematico griego, famoso
por sus tratados de geometria.

Vea el modulo 7 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
7.1 Postulados de incidencia

Son |os postulados que nos manifiestan la existencia de los el ementos primitivos y
los enlaces entre ellos.

Postulado 7.1.1 (Postulado delarecta)
Dos puntos diferentes determinan una recta ala cual pertenecen.

Notacion
Los puntos los designamos con letras latinas mayUsculas: A,B, C,---. Larectala
representamos gréficamente como en lafigura7.1.

4

L 3]

<

Figura 7.1

Simbdlicamente la podemos nombrar como larecta ¢ (con letraminuscula) o con

dos puntos de larectay escribimos larecta AB, o bien: ZEEK

Definicion 7.1.1: Colinealidad

Tres 0 més puntos estan alineados o son colineales si y sdlo si estan en unamisma
recta.

Postulado7.1.2
A toda recta pertenecen al menos dos puntos diferentes.

Postulado7.1.3
Dada unarecta, existe por lo menos un punto que no esta en larecta.

Postulado 7.1.4 (Postulado del plano)

Tres puntos no colineales determinan un plano y sélo uno a cual pertenecen.
Gréficamente representamos un plano como en lafigura7.2 y lo nombramos como
plano M o plano a.

M

Figura 7.2

Definicion 7.1.2: Coplanar
Cuatro 0 mas puntos son coplanares si y solo si estan en un mismo plano.

Postulado 7.1.5

Si dos puntos diferentes de una recta estan en un plano, entonces la recta entera
esta contenida en el plano.
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Postulado 7.1.6
Si dos planos diferentes tienen un punto comun, entonces tienen por 10s menos
otro punto comudn.

El postulado 7.1.2 establece que la interseccion de dos planos diferentes es una

recta. ¢Por qué?

Definicion 7.1.3
Dos rectas se intersecan o se cortan si y solo si tienen un punto comun.

Definicion 7.1.4

Dos rectas que se cortan en un punto se Ilaman rectas incidentes.

Postulado 7.1.7
Dado un plano, existe por lo menos un punto que no estd en el plano.

Postulado 7.1.8 (Postulado del espacio)
Cuatro puntos no coplanares determinan €l espacio.

Definicion 7.1.5
El espacio es el conjunto de todos los puntos.

Definicion 7.1.6

Una figura geométrica es un conjunto no vacio de puntos.

Definicion 7.1.7
Dos figuras geométricas F, y F, son iguales si y sdlo si coinciden en todos sus

puntos, y escribimos F, =F,.
7.2 Postulados de orden

Con estos postulados vamos a ordenar 10s puntos y a establecer relaciones entre
ellos, como lade“estar entre”, unadelasrelaciones primitivas.

Si en una recta escogemos tres puntos M, N, Py el punto N esta entre los otros
dos, podemos decir que N estdentre M y P, o bien que N estaentre Py My lo
representamos gréficamente como enlafigura7.3.

¢
>

a1 J

® L
M N

Figura 7.3

Lo importante es que N esté entre los dos puntos. Simbolicamente escribimos
M -N-P,obien P-N-M.

Modulo 7: Postulados

Euclides

Su obra maxima, Elementos de geometria,
es una compilacion de obras de autores
anteriores (entre los que destaca Hipdcrates
de Quios). Elementos contiene un extenso
tratado de matematicas en trece volimenes.
Los seis primeros corresponden a lo que
se entiende como geometria elemental; en
ellos Euclides recoge las técnicas
geométricas utilizadas por los pitagéricos
para resolver ejemplos de ecuaciones
lineales y cuadraticas, e incluyen también la
teoria general de la proporcion. Los libros
del séptimo al décimo tratan de cuestiones
numeéricas y los tres restantes se ocupan
de la geometria de los s6lidos, hasta
culminar en la construccion de los cinco
poliedros regulares y sus esferas
circunscritas, que habia sido ya objeto de
estudio por parte de Teeteto.

Los Cdlculos (una coleccion de teoremas
geométricos), los Fenomenos (una
descripcion del firmamento), la Optica, la
Division del canon (un estudio matematico
de la masica) y otros libros se han atribuido
durante mucho tiempo a Euclides.

Euclides establecid lo que habia de ser la
forma clasica de una proposicion
matematica: un enunciado deducido
l6gicamente a partir de unos principios
previamente aceptados.
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

Postulado 7.2.1
Dados dos puntos diferentesM y N de unarecta ¢, existe por o menos un punto P
delarectatal queP estaentreM y N, y escribimos M — P — N (figura7.4).

¢
« @ 4 @ |
M ' N
Figura 7.4

Nota: si P estaentreMy N (M —P —N), entonces M es diferente de N.

Postulado 7.2.2
Dados dos puntos diferentesM y N de unarecta ¢, existe por |0 menos un punto Q

sobrelarecta ¢ tal queN estaentreMy Q (figura7.5), y escribimos M —N -Q.

(4
e - - » >
M N 0
Figura 7.5

Postulado 7.2.3
Dadosdos puntos diferentesM y N de unarecta ¢, existe por |lo menos un punto K
sobrelarectatal que M estdentre Ky N (figura7.6), y escribimos K —M —N.

4
< o ® ® g
K M N
Figura 7.6

Postulado 7.2.4
Dados tres puntos diferentes de una recta, uno y solo uno de ellos esta entre los

otros dos. Este postulado establece quesi A—-C - B, entoncesB —-C — A, pero no
C-A-Bni A-B-C.

Nota: si A, B, C son puntos sobre una rectay en ese orden, podemos decir que A
“precede” aB, y B precedeaC, A precedeentoncesaC, |o cual simbolizamos por

A-B-C.

Postulado 7.2.5
SiNestdentreMy P,y X estaentre N y P, entonces X estaentreM y P (figura7.7).

[4
. . . |
M N X P

Figura 7.7
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Definicion 7.2.1: Segmento rectilineo

Sean Ay B dos puntos diferentesde unarecta. Al conjuntoformado por Ay B ylos
puntos de larecta que estan entre Ay B se le llama segmento rectilineo ABy lo

denotamos AB (figura7.8).

LospuntosAy B sonlosextremosdel segmentoy no importacud deellosescribi-

mos primero, o seaque AB = BA . Lospuntosdelarectaentre Ay B son el interior

del segmentoy lo denotamos Ag

< Ly o Pg
A B
[ 2 @
A B
Figura 7.8

Si Ay B representan el mismo punto decimosque AB = AA = BB esel segmento
nulo.

Postulado 7.2.6 (Delaseparacién delarecta)

Sea O un punto de unarecta/, los demés puntos de la recta forman dos conjuntos
M, N (figura7.9), talesque:

a Suinterseccion esel vacio: M NN =¢.

b. S AeM y BeM,entonces AB estacontenidoenM,ysiCeN y De N, en-
tonces CD esta contenido en N.

c. S AeM y CeN, entonces O € AC . Esdecir, A—-O—-C (figura7.9).

l
< ® ® ® . e >
A B (0] C D
M N J

Figura 7.9

d. MU{O} UN =rectar.

Definicion 7.2.2: Semirrecta
Un punto O deunarecta ¢ y los puntos X delarectaque estan aun mismo lado de

O determinan €l rayo OX (figura7.10) y lo denotamos OX . Si no seincluyeel punto

Modulo 7: Postulados
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O tenemos lasemirrecta OX y ladenotamos OX .

[

o s > _

O X semirrecia
£

4 . * >

[ X
¢

L & »

0 X raya

Figura 7.10

Como podemos observar de la figura 7.10, la semirrecta OX es diferente de la

—

semirrecta XO, esdecir, E)Y;t 0)6 al igual quelosrayos OX y XO.

En el postulado delaseparacion delarecta (figura7.9) los conjuntosM y N son las
semirrectas OA,OC .
Si O, Ay B son puntos colinealesy A-0O-B, decimos que OOTA) y OCE) son

semirrectas opuestas (figura7.11) y que 50: y O_>B SON ray0s opuestos.

A o B

¢
>

A
®

Figura 7.11

Definicion 7.2.3: Semiplano

Todarecta 7, de un plano M, determina dos conjuntos Ilamados semiplanos. La
rectasellamaborde o fronteradel semiplanoy no pertenecea semiplano (figura7.12).

A los semiplanos |os nombramos por medio de larectay un punto de uno de los
semiplanos. Asi, los semiplanos «, y «, delafigura 7.12 los nombramos asi:

semiplano a, por /(A); semiplano «, por ¢(C).

Si lospuntosA y B estan en un mismo semiplano ¢(A) , entonces AB estaconteni-

do en el mismo semiplano. Lo mismo ocurrecon CD en el semiplano «, .

Si lospuntosB y C estan en diferentes semiplanos, entonces BC cortaalarecta ¢
enP.
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Semiplano e B borde

P

¢ € Semiplano o,

Figura 7.12

Postulado 7.2.7 (Dela separ acién del plano)
Sea ¢ unarectade un plano M, los demés puntos del plano (diferentesalos dela

recta) forman dosconjuntos o, Y «, disuntostales que (figura7.12):

aagnl=a,Nl=a,Na,=¢.

b. o, e, Ul =plano.

c.S Bea, y Cea,,entonces BC cortalarecta ¢ enun punto P.

d.Si Aca, y Bea,, entonces AB estaen el semiplano /(A) .

e.S Ceaq, YDea,,entonces CD estaen el semiplano /(C).

Asi como €l punto separaalarectay larectaa plano, el plano separaal espacio en

dos conjuntos disjuntos llamados semiespacios. El plano que los separa se llama
carade cada uno de ellos.

Definicion 7.2.4

Un conjunto de puntos M del plano es convexo si y solo si para cada par de puntos

Py Q deM el segmento P_Q esta contenido en M. En caso contrario decimos que
€S N0 CoNvexo.

L os siguientes conjuntos de puntos del plano son convexos (figura 7.13):

o /7

Figura 7.13

/B

Modulo 7: Postulados

Geometria Euclidiana 59



Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
En lafigura7.14 se muestran regiones del plano que no son convexas.

A
~
~
N B C
~
— ~
A

Figura 7.14

El punto, el segmento, la semirrecta, larecta, e planoy €l espacio son conjuntos
CONVEXos.
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Ejercicios
Maodulo 7

L En cada uno de |os siguientes casos determine si |a proposicién es verdadera o es falsa.

La unién de dos conjuntos no puede ser e conjunto vacio.

= Lainterseccion de dos planos puede ser un segmento.

= Un plano contiene por |o menos tres puntos.

»  Dos rectas se pueden cortar en dos puntos diferentes.

=/ esunarecta. Si Emf=¢ yﬁrw:gé,entoncesﬁmf:yﬁ.

= SIABN/#¢ Yy BCn/=g, entonces AC/# g.

= S ABN/# ¢, entonces A'y B se encuentran en semiplanos diferentes.
= Si M pertenece a semiplano ¢(A), entonces AM cortaalarecta ¢ .

= Launion de dos semiplanos es un semiplano.

= Launion de dos semirrectas es unarecta.

= SiNnoestdentre My P, entonces P estaentre M y N.

s LasemirrectaAB tienepuntoinicial y punto terminal.

= S AB=BA,entonces A=B.
= Larectatieneextremos.

= Todarecta esta contenida en un plano.
Con bhase en los postulados responda cada una de |as siguientes preguntas (2 a 7).

2 ¢Cuantos puntos contiene un segmento? ¢Una recta?
3 ¢Cuantas rectas pueden pasar por un punto dado? ¢Cuantos planos?
4, ¢Cuantas rectas pueden pasar por dos puntos diferentes? ¢Cuantos planos?

5 ¢Por tres puntos diferentes cuantas rectas pueden pasar? ¢Cuantos planos?

Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria




6. Tres puntos diferentes A, B, C en un plano, ¢cuantos segmentos determinan?
¢Cuantas semirrectas?

a Si son colineales.
b. Si no son colineales.

7. Cuatro puntos A, B, C, D coplanariostres atres:
a. ¢Cuantos segmentos determinan?

b. ¢Cuéantas semirrectas determinan?
¢. ¢Cuéantos planos determinan?

Con base en los postulados justifique las siguientes proposiciones.

8. Unarectay un punto exterior a elladeterminan un tnico plano que las contiene.
9. Dos rectas incidentes determinan un Gnico plano que las contiene.

10.  El punto donde se cortan dos rectas es Unico.

Ejercicios del modulo 7




Médulo-

8.1 Medida de segmentos.

Segmentos

Contenidos del modulo

Objetivos del mddulo

Diferenciar un segmento de su medida. David Hilbert

I dentificar los tipos de segmentos.
Enunciar las propiedades de las medidas del segmento.
Construir un segmento.

(1862-1943). Matemdtico y filésofo aleman
nacido en Konigsberg (hoy Kaliningrado,
Rusia).

Diferenciar entre congruenciaeigualdad.
Determinar si un punto es 0 no punto medio de un segmento.
Sumar y restar segmentos.

NoOOg,AWNE

Preguntas basicas

¢Cual eslamedidade un segmento?

¢Qué propiedades tiene la medida de segmentos?
¢Como se construye un segmento?

¢Qué son segmentos congruentes?

¢Cuando dos segmentos son iguales?

¢Cuando un punto es punto medio de un segmento?
¢Qué operaciones se hacen con segmentos?

NoOOg,AWNE

Introduccion

Uno delos elementos mas usados en lageometriaes el segmento rectilineoy muy
especialmente su medida, no sélo en teoremas que se van a demostrar sino tam-
bién en problemas de célculo numérico. Con este modul o seiniciaesaparte operativa
delageometriay laaplicacion de postulados aceptados y teoremas demostrados.

Vea el modulo 8 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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8.1 Medida de segmentos

Dados los conjuntos infinitos de igual nimero de elementos, es posible asociar
cada elemento de un conjunto, exactamente, con un elemento del otro; decimos
entonces que hay una correspondencia biunivoca entre los elementos de los dos
conjuntos. Podemos entonces establecer una correspondencia biunivoca entre los
puntos de larectay los niUmeros reales, diciendo que a cada punto de la rectale
corresponde uno y solo un nimero real y a cada nimero real le corresponde un
Unico punto de larecta.

En geometrianosreferimosamenudo ala“distancia’ entrelos puntosAy B obien
alamedidadel segmento AB.

Postulado 8.1.1 (Deladistancia)
A cada par de puntos diferentesles corresponde un Unico nimero real no negativo.

Definicion 8.1.1

A cadapar de puntos diferentes A y B corresponde un Unico nimero real no nega-
tivo llamado ladistancia entre Ay B, o tambiénlamedida del ssgmento ABy lacual

denotamos como d (A, B) =m(AB).

Ladistanciaentre dos puntos o lamedidadel segmento determinado por ellostiene
las siguientes propiedades:

a m(AB)=d(A B)>0.

b. m(AB)=m(BA)=d(A,B)=d(B,A).

c. m(AB)=d(A,B)=0sysolosi Acoincidecon B(A=B).

La propiedad (c) nos dice que al segmento nulo (o a punto) le asignamos una
medidacero.

Paraabreviar enlanomenclaturadela d(A,B) =m (ﬁ) , escribimos simplemente

AB. Debemos tener presente que cuando escribimos AB nosreferimos alafigura
geométricadel segmento y con AB nos referimos a un nimero que es lamedida o
longitud del segmento AB.

Paramedir un segmento o determinar ladistancia entre dos puntos A y B debemos
escoger unaunidad delongitud o de medida: decimetro, metro, yarda, pulgada, pie,
etc. Hay problemas en | os cual es se mencionan varias unidades, pero siempre debe-
mos trabajar en una cualquiera (todas se reducen ala unidad escogida).

Supongamos quetenemoslos puntosAy B y unareglacon marcasen cm (figura8.1):

Figura 8.1
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Es claro que la distancia entre A y B no depende de cuédl de los dos puntos se
nombreprimero, d(A,B) =d(B, A), ni delacolocaciondelaregla.

Si ponemoslaregladetal maneraqueel cero coincidacon A, esfécil hacer lalectura
y vemos que ladistanciaes’5 cm.

Si ponemos laregladetal maneraqueel 4 coincidacon A, vemosqueal puntoB le
correspondeel 9. EnestecasoladistanciaentreAy B serd 9— 4 =5 cm (figura8.2).
También podemos hacer estalecturacomo 4-9 = -5, pero como ladistanciasiem-

pre es positiva tomamos el valor absoluto de la diferencia entre los nimeros y
tenemos asi la siguiente definicién de distancia.

A B ¢
4= - . - * - - . >
3 4 s 6 7 8 U] 10
Figura 8.2
Definicion 8.1.2

Ladistanciaentre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia entrelos nime-
ros reales correspondientes.

Ejemplo8.1.1

En la figura 8.3 consideremos los puntos A, B, C, D, E y encontremos algunas
distancias o medidas de |os segmentos determinados.

Recta real

A B c D E F

-5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 o6 7 8
Figura 8.3

Solucion
Delafiguraobtenemos:

AB =|-5-(-2)|=|-5+2|=|-3|=3

AC =|-5-0|=|-5|=5

BD =|-2-3|=|-5|=5

DE =|3-5|=|5-3|=2

BF = |-2-8|=|8-(-2)| = |-10| = |10| =10

Definicion 8.1.3

En larectareal el nUmero que le corresponde aun punto se llamacoordenada del
punto. Asi, en el gemplo 8.1.1lacoordenadade A es —5, lacoordenadadeB es —2
y ladel punto E es5. Vemos entonces que la distancia entre dos puntos de larecta

Maodulo 8: Segmentos

David Hilbert

Aunque Hilbert trabajé en diversos campos
de las matematicas, que incluyen la teoria
de ndmeros vy el célculo de variaciones, es
particularmente famoso por sus contribu-
ciones a la geometria, pues reemplazé toda
la estructura geomeétrica euclidiana mediante
un conjunto de 21 axiomas mucho mas
completos y abstractos, relacionados con
puntos, lineas y planos. Las contribuciones
que hizo quedaron plasmadas en su obra
magna, Fundamentos de la geometria.
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real es el valor absoluto de la diferencia entre las coordenadas correspondientes.

Postulado 8.1.2 (Delasituacién depuntos)
Sea AB unrayoy n un nimero real, entonces existe un anico punto M en AB ta
que AM =n.

Postulado 8.1.3 (Dela adicion de segmentos)
Si A, B, C son colinealesen ese orden: A—B -C, entonces AC = AB + BC.

Teorema 8.1.1: Desigualdad de segmentos

S A-B-C, entonces AB < AC.

Demostracion (reduccién al absurdo)

Supongamos que AB ZAC. Por la ley de tricotomia tenemos que AB=AC o

AB > AC. S AB=AC, entonces B coincide con C y seria imposible porque
A—B—C (se estaria contradiciendo el postulado 7.2.4). Luego AB = AC . Si

AB > AC, entonces A—C — B, locual seriaimposibleporque A—B —C (seesta
riacontradiciendo el postulado 7.2.4). Luego AB > AC.

Como AB ¥AC y AB = AC, por laley detricotonomia AB < AC, Unicaalternati-
va

No todos | os teoremas que enunciamos se demostrarén; en tales casoslademostra-
cion sedejaracomo gercicio.

Teorema 8.1.2

SeanMyNdospuntosdeE. Si AM <MN, entonces A—M —N.

Teorema 8.1.3

Dados unarectay un rayo que tiene su punto inicial sobre larecta pero sus otros
puntos estan fuerade larecta, entonces todos |os puntos del rayo, excepto el punto
inicia, estan en el mismo semiplano debordelarectadada. Enlafigura8.4 seilustra

lasituacion. Seanm larectay PQ e rayo quetienesu puntoinicia P enlarectam.

Demostracion (reduccion al absurdo)

—>

Supongamos que PQ tiene un punto R tal que R y Q estan en semiplanos opuestos

—

respecto alarectam, entonces RQ cortaalarectam en un punto T (postulado de

laseparaciéndel plano). Como R — P —T , entonces RQ cortatambién alarectam
en P, lo cua es una contradiccion porque dos rectas se cortan en un punto y por

consiguiente |os puntos de lﬁ diferentes de P estan en el semiplano m(Q) .
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.

Figura 8.4

Sabemos que si dos segmentos son iguales, entonces tienen igual medida. Puede
ocurrir que dos segmentos tengan igual medida y no necesariamente ser iguales,
por gjemplo, dos lapices 0 minas pueden tener la misma longitud o medida 'y no
necesariamente ser iguales; el nuevo concepto en la geometria hace referencia a
este situacion.

Definicion 8.1.4: Congruencia
Dos segmentos AB y CD son congruentes si y solo si tienen igual medida, y

escribimos AB = CD; entonces AB = CD < AB = CD.
Lacongruenciaserefiere por tanto alafigurageométrica.

L as propiedades de la congruencia del segmento se enuncian en el siguiente teore-
ma.

Teorema 8.1.4

a Todo segmento es congruente consigo mismo: AB = BA (propiedad reflexiva).
b. Si AB =CD, entonces CD = AB (propiedad simétrica).

c. S AB=CD y CD = EF, entonces Ag ~ EF (propiedad transitiva).

Decimos entonces que la congruencia de segmentos es unarelacion de equivalen-
cia

Definicion 8.1.5: Punto medio

Sea A—M —B. M espunto medio de AB si y solosi dividea AB en dos segmen-
tos congruentes, AM = MB (figura 8.5).

Figura 8.5

S Mespuntomediodeﬁ , deacuerdo conladefinicontenemosque AM = MB = %, AB.

Maodulo 8: Segmentos
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Teorema 8.1.5

El punto medio de un segmento es Unico.

Demostracién (reduccién al absurdo)
Sea AB y M el punto medio de AB. Supongamos que el punto M no es iinico; sea
P otro punto medio de AB, entonces AP = PB = % AB. Como AM = MB = % AB

(M es punto medio de AB ), tenemos una contradiccién con el postulado de la
situacion de puntos (AP = AM). Luego M es Unico.

Postulado 8.1.4 (Dela constr uccion de segmentos)

Sea A@ unrayoy MP un segmento cualquiera, entonces existe un nico punto

Qe AB ta que MP = AQ (figura8.6).

A

Figura 8.6

Teorema 8.1.6: Adicion de segmentos

Sean A-B-C y M—N-P. Si AB=MN y BC = NP, entonces AC = MP (fi-

gura8.7).
t H
A B C
} - H
M N P
Figura 8.7
Demostracion

Por la definicién de congruencia, AB =MN y BC = NP. Por el postulado de la
adicion de segmentos tenemos AC = AB+BC y MP = MN + NP. Si sustituimos

lasmedidasen AC, obtenemos AC = MN + NP. Luego AC = MP porque tienen
igual medida.

68 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Teorema 8.1.7: Sustraccion de segmentos
Sean A-B-C y M—N—P. S AC=MP y AB=MN, entonces BC = NP.

Teorema 8.1.8

Los puntos medios de segmentos congruentes determinan segmentos con-
gruentes.

Ejemplo8.1.2

A, B, C, D son puntos colinealesen eseorden. Si My N son puntos mediosde AB

y CD, respectivamente (figura8.8), entonces MN _AC+BD

Figura 8.8

1. AM = MB = AB/2; CN = ND = CD/2, por ser M y N puntos mediosde AB y
CD. Como A—B—C —D, por d postulado de la adicion de segmentos tenemos:

2. MN = MB + BC +CN.
Si sustituimos 1 en 2, obtenemos:
MN =1/2 AB + BC +1/2CD, y aplicando propiedades de los reales llegamos a

(AB+BC)+(BC+CD)
2

MN = AC+BD.

; por adicion de segmentos: MN =

Maodulo 8: Segmentos
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Maodulo 8

1 Determine cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderasy cudles son falsas.
= Dosrectas son congruentes si y solo si tienen igual longitud.
m  Dosrectas son congruentes si y sdlo si coinciden en todos sus puntos.

= Dos rectas no pueden ser congruentes.

= SeaM e AB. Si AM = MB, entonces M es punto medio de AB.
= S m(AB)+m(AC)=m(BC), entonces A—B-C.

= S A B,C, D soncolineades, entonces AD = AC + BD.

= Si AC =CB, entonces C es punto medio de AB.

= S AB=CD, entonces AB=CD.

= S AB=CD, entonces AB = CD.

= S AB=CD, entonces AB =CD.

= Si AB=CD, entonces AB = CD.

= Si AB=CD, entonces AB = CD.

Sobre una recta se dan unos puntos con sus coordenadas correspondientes, como seindicaen lafigural. Con base en esa
informacién responda las preguntas 2 a 14 de latabla adjunta, ademas de las preguntas 15 a 17.

A B C D M N P R
< e . * *—» g P
sn 24 -1 0 34l 2 3
Figura 1
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2 m(NP)= 3 m(RN)= 4 m(DP)=

5 m(CN)= 6  m(AD)= 7. m(NA)=
8  m(AC)= o m(QC)= 10. m(RB)=
1 m(WuW): 12 m(a:’)um): 13, m(D_Q—W)z

14, m(AM uMR):

15.  Lacoordenadadel punto medio de MR es:
16.  Lacoordenadadel punto medio de AR es:

17.  Lacoordenadadel punto medio de CQ es:

18 SeanA, B, C, D cuatro puntoscolinealeseneseorden. Si AB =CD =m, BC = n, ¢entoncesel punto medio de BC

y de AD esel mismo?
19, Demuestreel teorema8.1.2.
20. Demuestre el teorema8.1.7.

21 Demuestre el teorema8.1.8.

Ejercicios del modulo 8






9.1 Angulos
9.2 Medidade angulos
9.3 Clasesde angulos

O~NO O WN P

©O~NOOUTAWNBRE

. Definir un angulo.

. Denotar un angulo.

. Medir un angulo.

. Diferenciar entre congruencia, medida, igualdad de angulos.
. ldentificar las clases de &ngulos.

. Identificar labisectriz deun éngulo.

. Resolver problemas sobre angul os.

. |dentificar rectas perpendicul ares.

Contenidos del modulo

Objetivos del mddulo

Oswald Veblen

(1880-1960). Matemético estadounidense
nacido en Decorah (lowa) y muerto en
Brooklin (Nueva York).

Preguntas basicas

. ¢Cuales son los elementos de un angulo?
. ¢Quéeslamedidade un angulo?

¢Cémo semide un angulo?
¢Cuéndo dos angulos son congruentes?
¢Cuéndo dos angulos son iguales?

. ¢Qué clase de angulos hay?

. ¢Cud eslabisectriz deun angulo?

. ¢Qué operaciones se desarrollan con angulos?
. ¢Quéeslamediatriz de un segmento?

10. ¢Cuando dos rectas son perpendicul ares?

Introduccion

L oséngul os son otra herramienta bésicaen lageometria, cuyaaplicacion seextien-
de aotras asignaturas como trigonometria, fisica, cdlculo y muchos cursos profe-
sionales. En esta seccidn se estudialo necesario parael desarrollo delageometria.

Vea el modulo 9 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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9.1 Angulos

Definicion 9.1.1

Unangulo eslafigurageométricaqueresultaal unir dosrayosquetienen el mismo
puntoinicia. Losrayos son losladosdel anguloy el punto comin esel vértice del
angulo (figura9.1).

En la figura 9.1 la unién de (ﬂ\ y (YB es el éangulo AOB de vértice O y que
denotamos /AOB , 0 AOB, 0 4(07\, 073) ; Sl no hay lugar aconfusion [o denota-
mos como angulo ~O o bien O . También podemos usar letras griegas y escribi-
mos &, 3, 7, 6, etc.

Si los dos rayos son opuestos (estan en una misma recta), se obtiene un angulo

[lano o angulo rectilineo (figura9.2): AOB rectilineo. Si losdosrayoscoinciden,

tenemos €l angulo nulo (figura9.3): AOB nulo.

B A Figura 9.2
o o B /.1;
Figura 9.1 Figura 9.3
Definicion 9.1.2

Un angulo no nulo ni rectilineo divide a plano en dos conjuntos (regiones), uno
convexo llamado interior del &ngulo y otro no convexo Ilamado exterior del &ngulo

(figura9.4).
B
Interior de A(’)\B
o Exterior de A 63 A
Figura 9.4
Definicion 9.1.3
El angulo unido al interior del mismo sellamaregion angular (angulo euclideo), es
decir:

region angular = AOB Ui nt(AéB).

74 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Nota: e interior del angulo se puededefinir como lainterseccion de dos semiplanos,

asl:
interior AOB = OA(B)  OB(A).

En € siguiente teorema se resumen algunas situaciones que se presentan en un
angulo.

Teorema 9.1.1

a. Si P esunpuntodelarecta ¢, entonceslasimerrecta PQ esta contenidaen el
semiplano deborde ¢ y que contieneaQ: semiplano /(Q) (figura9.5).

Figura 9.5

b. S Q esun punto interior del &hgulo AOB, entonces OB esta contenidaen la
region angular (figura9.6).

v

Figura 9.6

c¢. Dado un éngulo AOB, entonces el segmento AB esta contenido en laregion
angular (figura9.7).

d. S P esun puntointerior a angulo AOB , entonces OP intersecaa AB (figura9.8).

Médulo 9: Angulos

Oswald Veblen

Oswald Veblen hizo grandes aportes al
algebra abstracta y dio el primer ejemplo de
un plano proyectivo finito, es decir, un plano
que no cumple con el teorema de
Desargues. Desarroll6, ademas, un enfoque
axiomatico de la geometria. Escribi¢ varios
tratados sobre esta ciencia, entre los que
se destacan Geometria proyectiva,
Fundamentos de la geometria diferencial y
Analysis situs. En esta (ltima obra llevd a
cabo una sistematizacion de las ideas
desarrolladas por Jules Henri Poincaré.

En la Sociedad Matematica Americana, de
la que este matematico fue presidente en
1923, se entrega anualmente el Premio
Veblen en Geometria, establecido en 1964.
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v
v

Figura 9.7 Figura 9.8
9.2 Medida de angulos

Debemos expresar de alguna forma la “amplitud” o “abertura’ que hay entre los
lados de un angulo. La unidad mas usual para representar esa “abertura” de los
ladoses el “grado”.

Definicion 9.2.1 De la medida de angulos

A todo angulo AOB le corresponde un unico nimero real entre 0 y 180 llamado
medida, o medidaen grados, del angulo.

Lamedidade angulo AOB (en grados) se escribe m(AéB), y segun ladefinicion:
0° < m(AOB) < 180°.

En el capitulo 4 estudiaremos ampliamenteloscirculosy los elementos relacionados
con é; por el momento aceptemos unaideaintuitivade un grado y digamos que es
una trescientas sesentava parte de una circunferencia, es decir:

1° = Y%, porquelacircunferenciamide 360°.

Si el dngulo esllano o rectilineo tiene unamedida de 180°y lamedidade un angulo
nulo es Q°.

Asi como se usa unareglanumerada para estimar lamedida de un segmento, pode-
mos determinar lamedidade un angulo con laayuda de un transportador (figura9.9).

Figura 9.9. Transportador
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Postulado9.2.1 (Delaconstruccién del angulo)

Sea Kg €l bordedeun semiplano «. Paracadanimerorea n entre(°y 180° existe

undnicorayo AP conP en a, tal que m(BAP) = n° (figura9.10).

™4
N
=}

Figura 9.10

Postulado 9.2.2 (Dela adicién deangulos)
Si P esun punto en €l interior del AOB, entonces (figura9.11):

m(AOB) = m(AOP) + m(POB)

Figura 9.11

Nota: cuando usamos letras del alfabeto griego para denotar los angulos, éstas
facilitan mucho lanomenclatura paralamedidadelos mismos, yaque:

,3 serefierealafiguradel angulo.
B serefierealamedidadel angulo.

Esdecir, 3= . Enlafigura9.11 tenemosque f = o +6.

Definicion 9.2.2: Congruencia de angulos

Dos édngulos AOB Yy CDE son congruentes si y solo si tienen igual medida, y
escribimos AOB = CDE (figura9.12). Simbodlicamente:
AOB = CDE < m(AOB) = m(CDE).
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v
v

o A D C
Figura 9.12

Los angulos que son congruentes en una figura geométrica se representan con €l
mismo simbolo. Las propiedades de la congruencia de angulos se enuncian en €l
siguienteteorema.

Teorema 9.2.1

a. Todo angulo es congruente consigo mismo:

AOB = AOB (propiedad reflexiva).
b. El orden en que se enuncie la congruencia no afecta a ésta:

Si AOB = DEF, entonces DEF = AOB (propiedad simétrica).
¢. Dos éngulos congruentes a un tercer angulo, son congruentes entre si:
AOB = CDE A CDE = HiJ = AOB = HiJ (propiedad transitiva).
Decimos entonces que la congruencia de angul os es unarelacién de equivalencia.

Definicion 9.2.3: Bisectriz de un angulo

Seael &ngulo AOB y P unpunto en €l interior del AOB . LasemirrectaOP sellama
bisectriz del angulo si y sélo si determina en él dos angulos congruentes (figura
9.13).

Figura 9.13

b.—P> eshisectriz de AOB < AOP = POB .
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Teorema 9.2.2

Labisectriz de un &ngulo es Uinica. Su demostracion se dejacomo gjercicio.

Teorema 9.2.3: Adicion de angulos

S Pestaend interiorde AOB y Q estaend interior del MRS, con AOP = MRQ
y POB = QRS, entonces AOB = MRS (figura9.14).

Figura 9.14

Demostracion

Como Py Q son puntosinteriores (hipétesis), del postulado de la adicion de angu-
|os tenemos:

la.  m(AOB)=m(AOP)+m(POB).
b.  m(MRS)=m(MRQ)+m(QRS).

Si aplicamos la definicion de congruenciaen la hipétesis obtenemos:
2a.  m(AOP)=m(MRQ).
b. m(POB)=m(QRS).

Si sustituimos (2.8) y (2.b) en (1.b) obtenemos:

3. m(MRS) = m(AOP) + m(POB).
Delasafirmaciones(1.a) y (3) tenemos:
m(AOB) = m(MRS).
Luego AOB = MRS.

Teorema 9.2.4: Sustraccion de angulos

S Pegaend interiordd AOB y Q estaend interior del MRS, con AOP = MRQ

y AOB = MRS, entonces POB = QRS (figura9.14). Su demostracion quedacomo
gercicio.

Médulo 9: Angulos
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Definicion 9.2.4: Desigualdad de angulos
Si D esta en el interior de AOB, entonces m(AOB) > m(DOA) ©

m(AOB) > m(DOB) (figura9.15).

En adelante, s AOB = 3 y AOD =4, entonces m(AOB) > m(AOD) se puede

escribir B> a, enlugar de m(B) > m(&) ode m(AOB) > m(AOD).

Y

Figura 9.15

Teorema 9.2.5

Las bisectrices de angulos congruentes determinan angulos congruentes. La de-
mostracién sedejacomo gjercicio.

9.3 Clases de angulos

Definicion 9.3.1

Un éngulo esagudo si y solo si su medida es mayor que 0°y menor que 90° y un
angulo esobtuso si y sdlo si sumedida es mayor que 90° y menor que 180°.

Definicion 9.3.2

Dos angulos se llaman angulos complementarios si y solo si la suma de sus medi-
das es 90°y se dice que uno es el complemento del otro.

Teorema 9.3.1

Los complementos de &ngulos congruentes, son congruentes.

Definicion 9.3.3

Dos angulos se llaman &ngulos suplementarios si y sblo si lasumade sus medidas
es 180°, y sedice que uno es el suplemento del otro.

Teorema 9.3.2

Los suplementos de &ngulos congruentes, son congruentes.
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Definicion 9.3.4
Dos éngulos que tienen un lado comun y los otros lados son semirrectas opuestas
sedice que forman un par lineal (figura9.16).

Figura 9.16
AOP y POB formanun par lineal.

Definicion 9.3.5

Dos angulos coplanares son éangulos adyacentes si y sélo si tienen un lado comin
y los otros dos lados estén situados en semiplanos diferentes cuyo borde contiene
el lado comun (figura9.17).

Figura 9.17

En lafigura9.17, AOP y BOP son angulos adyacentes, pero AOP y AOB no
son angulos adyacentes.

Nota: los éangulos de un par lineal son entonces angulos adyacentes suplementa-
rios.

Definicion 9.3.6
Dos angulos cuyos lados son rayos opuestos se [laman angulos opuestos por el
vértice (figura9.18) o par vertical.

Médulo 9: Angulos

Geometria Euclidiana 81



Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

Figura 9.18

Enlafiguraanterior AOB y COD son opuestos por el vértice, igualmente BOC
DOA.

Teorema 9.3.3

L os angulos opuestos por € vértice son congruentes (figura 9.19)

Hipotesis: MPN y RPT son opuestos
por el vértice.

Tesis: MPN = RPT.

Figura 9.19

Demostracion
MPN y RPT son opuestos por € vértice (hipotesis), y por la definicion ﬁ y

m son opuestos, o mismo que PW y PT, luego MPR y NPT son angulos
[lanosy su medidaes 180°.

Por el postulado de la adicién de angulos:
1. m(MPN)+m(NPR) = m(MPR) = 180°.
2. m(NPR)+m(RPT) =m(NPT) = 180°.

De1tenemos: m(MISN) =180°-m (N|3R).
De2tenemos: m(RPT) =180°—m(NPR).

Luego: m(Mf’N) = m(Rf’T), y concluimos que MPN = RPT.
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Definicion 9.3.7

Si los &ngulos de un par lineal son congruentes, cada uno de los angulos se llama
angulo recto.

Teorema 9.3.4
Lamedidadeun angulo recto es 90° (figura9.20).

Corolario9.3.1
Los angulos rectos son congruentes.

3

1 -I -
C 0 A

Figura 9.20

Y

AOB y BOC son angulos rectos.

Definicion 9.3.8: Perpendicularidad
Silasrectas ¢, y ¢, se cortan formando un angulo recto se dice que son perpendi-

cularesy escribimos ¢, 17, (figura9.21).

Jlez
B
l
« _|90° 1
P A
v
Figura 9.21

Sy ¢,secortanenPy Ae/, y B e/, entoncesladefinicion de perpendicularidad

se cumple paralosrayosy los segmentosy escribimos IﬁL ﬁ y PA_LPB.
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Teorema 9.3.5

Dos rectas perpendiculares forman cuatro &ngul os rectos.

Teorema 9.3.6

Si dos rectas incidentes forman angul os adyacentes congruentes, son perpendicu-
lares(figura9.22).

Hipotesis: AB y CD incidentesen O, COB = COA.
Tesis: Kg L EB
Demostracion

A-O-By C-0-D porque AB y CD sonincidentesen O. Ademéas AOB es

rectilineo y coB y COA forman angulos rectos (definicién de angulo recto).

Concluimos entonces que CD L AB (definicion de rectas perpendicul ares).

Observemos que s 4, y ¢,son perpendiculares, ellas se cortan en un punto (son
incidentes).

Fy
v

D

v

Figura 9.22

Definicion 9.3.9: Mediatriz de un segmento

Sellamamediatriz de un segmento alarectaque esperpendicular a segmentoenel
punto medio de éste (figura9.23).
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{4

mediatriz

Figura 9.23

¢ esmediatrizde PQ siysdlos /1 PQ y PM = MQ.
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reicios
Moédulo 9

1 De acuerdo con lafigura 1, determine los puntos que estan:
a Enel interior del ABC.
b.Enel ABC.
c. End exterior del ABC.
F
L]
H
L]
D c
‘K
Figura 1

2 ¢El vérticedeun angulo estaen el interior? ¢En el angulo? Explique.
3 ¢Esel dngulo un conjunto convexo? Explique.
Complete cadaunade las siguientes afirmaciones (4 a12):

4, Un éngulo con medida menor que 90° es

5. Si un ABC es recto, entonces BA y BC son

6. Angulos coincidentes son

7. Angulos con la misma medida son

8 Un angulo con medida mayor que 90° es

9. El suplemento de un angulo recto es

10. Complementos de angulos congruentes son
11.  Los angulos que forman un par lineal son
12, El suplemento de un angulo agudo es
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13, Determine el suplemento de cada uno de los siguientes angulos:
a 8o b. 100° c.n° d. 90 e.180° —n°

14.  DosrectasABy CD secortanenO. Si m (AéD) =50°, hallelamedidadelos otros angulos.

15.  Doséangulos son complementariosy uno de ellos excede al otro en 20°. ¢Cuénto mide cadauno?
16.  Halelamedidade dos angulos que son suplementarios y opuestos por €l vértice.

17.  Halelamedidade dosangulossi son suplementariosy lamedidadel mayor es el doble delamedidadel
menor.

6

Hallelamedida de dos angul os suplementarios si |a medidadel mayor es20° menor que tres vecesla
medidadel menor.

Demuestre el teorema9.2.3.
Demuestre el teorema9.2.5.
Demuestre el teorema9.3.1.

Demuestre el teorema9.3.2.

B 8 R B &

Demuestre el teorema9.3.4.

24, Demuestredl teorema9.3.5.

Ejercicios del modulo 9







Médulo@

Poligonos

Contenidos del modulo

10.1 Poligonos- Circulo

. Objetivos del médulo

. Identificar lasclasesdelineas.

. Determinar los elementos de un poligono.

. Clasificar lospoligonos.

Expresar los nombres de los poligonos.

. Establecer ladiferenciaentre circunferenciay circulo.

. Distinguir loselementosen lacircunferenciay € circulo.

. Diferenciar las dimensiones de |os subconjuntos del espacio.

NOoO U A WNPE

. Preguntas basicas

. ¢Quéesunalineaquebrada, abierta, cerrada, convexa, no convexa?

. ¢Quéesunalineapoligonal ?

. ¢Qué esun poligono?

¢Cuales son |os elementos de un poligono?

¢Como seclasifican los poligonos?

¢Como sellaman lospoligonos?

. ¢Quéesunalineacurva, cerrada, abierta?

. ¢Quéesunacircunferencia? ¢Quéesun circulo?

. ¢Qué son figuras unidimensional es, bidimensional es, tridimensional es?

©CO~NDUAWNERE

Introduccion

En este modulo se estudian las generalidades que presentan los poligonos y la
circunferencia como figuras basicas en la geometriay de cuyas propiedades nos
ocupamos mas adel ante.

)'1'-.. ".\

Arquimedes

(287-212 a.C.). Matematico griego nacido
y muerto en Siracusa.

Vea el mddulo 10
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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10.1 Poligonos - Circulo

Hemos estudiado la linea recta y sus propiedades. Veamos ahora otros tipos de
“lineas’ y las figuras geométricas que pueden formar.

Definicion 10.1.1

Sean A,A,,---,A, n puntos en el plano; la unién de los segmentos

AA, AA,,-- A A, sellamalineaquebrada (figural0.1).

Lalinea quebrada es abierta si A y A, no estan unidos, y es cerrada si A y
A, estan unidos.

Definicion 10.1.2

Unalinea quebrada es convexa si unalinearecta cualquieralacortaalo sumo en

dos puntos. En caso contrario se dice que es no convexa (figura 10.1).

Definicion 10.1.3

Unalineaquebrada cerrada convexasellamalinea poligonal (figura10.1).

A
Ay Ay A, A3 A, A, 4
A, q
Ay
A, / A, A,
Ag ° A Ay
A
A, As 1
@ ® © @

Figura 10.1

a. Lineaquebrada abiertaconvexa.

b. Lineaquebradacerrada.

¢. Lineaquebrada cerrada convexao también lineapoligonal .
d. Lineaquebrada abiertano convexa.

Definicion 10.1.4

El conjunto de puntosdel plano (o porciéndel plano) limitado por unalineapoligonal
sellamapoligono (figura10.1).

Los puntos A, A,,---, A, se llaman vértices del poligono. Los segmentos

AA,, A A, A A sonloslados del poligono.

Loséngulos A A,A,, A, AA,,-, A, A A,sellaman angulosinteriores del poligono.
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Se [lama perimetro del poligono alasuma de las medidas de los lados; o denota-
mos por 2p Yy tenemos:

2p=AA+ AR+ AA

Se Ilama diagonal de un poligono a segmento de recta que une dos vértices no
consecutivos. Ejemplo: A A, A, A, , etc. (figura10.1c).

Un punto P estden el interior de un poligono si cualquier rayo de origen P cortaa
lalineapoligonal. Los puntosque no soninterioresdel poligono ni estanenlalinea
poligonal constituyen el exterior del poligono (figura10.2).

Exterior C
D
< Interior
/ P
A B
Figura 10.2
Definicion 10.1.5

La linea poligonal unida a sus puntos interiores se Ilama regién poligonal. Un
poligono se representa por la linea poligonal y se nombra con las letras de los

vértices consecutivos: A A, ---A, .

Definicion 10.1.6

Un poligono es equilatero si y solo s tiene todos sus lados congruentes.

Un poligono es equidangulo si y solo si todos sus angulos son congruentes.

Definicion 10.1.7

Un poligono esregular si y solo si esequilateroy equiangulo. En caso contrario se
dice que esirregular.

L os poligonos reciben nombres de acuerdo a su nimero de lados, asi (tabla 10.1):

Modulo 10: Poligonos

Arquimedes

Las ideas de Arquimedes estan reflejadas
en una de las proposiciones iniciales de su
obra Sobre los cuerpos flotantes, pionera
de la hidrostatica; corresponde al famoso
principio que lleva su nombre y, como alli
se explica, haciendo uso de él es posible
calcular la ley de una aleacion.

Una de las obras mdas importantes de
Arquimedes es Equilibrios planos, en el que
fundamentd la ley de la palanca deduciéndola
a partir de un namero reducido de
postulados y determind el centro de
gravedad de paralelogramos, tridngulos,
trapecios y el de un segmento de parabola.
En la obra Sobre la esfera y el cilindro utiliz
el método denominado de exhaustion,
precedente del calculo integral, para
determinar la superficie de una esfera y para
establecer la relacion entre una esfera y el
cilindro circunscrito en ella.

Arquimedes ademas es famoso por aplicar
la ciencia a la vida diaria. Por ejemplo,
descubrid el principio que lleva su nombre
mientras se bafiaba. También desarroll6
maquinas sencillas como la palanca o el
tornillo y las aplicé a usos militares y de
irrigacion.
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Tabla 10.1. Nombres de los poligonos segtn el nimero de lados que tengan

NUmero Nombre NUmero Nombre
de lados
3 Triangulo 8 Octagono
4 Cuedrilétero 9 Nonagono
5 Pentagono 10 Decagono
6 Hexégono u Ondecégono
7 Heptégono 12 Dodecégono

En general, n-4gono es un poligono de n lados.

En lafigura 10.3 se muestran algunas situaciones caracteristicas de | os poligonos.

A3
: 7 o
} | ] A,
A,
Figura 10.3
Teorema 10.1.1
. . . n(n-3)
El nimero de diagonales de un poligono de n lados es —

Definicion 10.1.8: Linea curva

Sellamalinea curva aunalineaque no tiene segmentosrectilineos. Unalineacurva
puede ser abierta o cerrada, convexa o no convexa. En lafigura 10.4 se muestran
algunas lineas curvas.

OO0

Figura 10.4

a Lineacurvaabiertaconvexa.

b. L ineacurva abiertano convexa.
C. Lineacurvacerradano convexa.
d.y e. Lineascurvas cerradas convexas.
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Definicion 10.1.9

Unalinea curva cerrada convexa cuyos puntos estan aigual distancia de un punto
fijo del plano sellamacircunferencia, de centro €l puntofijoy deradioladistancia
(figura10.5).

Una circunferencia de centro O y radio r se denota C(O,r), o circunferencia de
centro O.

Figura 10.5
También se usa O(X) :circunferenciade centro O y que pasa por e punto X.

El segmento que une el centro con un punto delacircunferenciase llamasegmento
radial OX . Lamedidadel segmentoradial sellamaradio: m(OX) =r. UnpuntoP
pertenecedl interior deunacircunferencia C(O,r) siysdlosi d(O,P)<r (figura
10.5). Un punto Q pertenece a exterior de unacircunferencia C(O,r) siy solosi
d(0,Q) >r (figural0.5).

Definicion 10.1.10

El conjunto de puntos del plano limitado por unacircunferenciadecentroO y radio
r sellamacirculo decentroO y radior y sedenota ¢ (0,r) (figura10.6).

Figura 10.6

Modulo 10: Poligonos

Geometria Euclidiana 93



Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

Vemos entonces que: C(O,r) = C(O,r)u interior C(O,r).

Sean los puntos A, B, C, D sobre lacircunferenciade centro O.

Cuerda: esel segmento de recta que une dos puntos distintos de la circunferencia.

AB y CD son cuerdasen lafigura10.7.

Cuerda diametral: esuna cuerdaque pasapor €l centro; su medidase llamadiame-

tro. Enlafigura10.7, CD escuerdadiametral y m(@) =d=2r.

Arco de circunferencia: esel conjunto de puntosformado por Ay By los puntos de

lacircunferenciaentre Ay B. Sedenota AB (figura10.7). Si losextremosdel arco
sonlos extremos de unacuerdadiametral entoncesel arco sellamasemicircunferencia

(@ enlafigural0.7).

Figura 10.7

Enlafigura10.7 AB esun arco menor y ACB esunarco mayor.

El &ngulo cuyo vértice coincide con €l centro O y suslados estén sobre los segmen-

tosradialessellamaangulo central ( BOD en lafigura10.7).

Unarecta ¢ en el mismo plano de unacircunferencia O estangente alacircunfe-
rencias y solo si laintersecaen un punto. El punto se [lama punto de tangencia

y sedice que lacircunferenciay larecta son tangentes en un punto (figura 10.7).
Unarecta/ essecante aunacircunferenciasi y sdlo si lainterseca en dos puntos.

AB , CD en lafigura10.7 son rectas secantes alacircunferencia.

Dos circunferencias son iguales si y s6lo s coinciden en todos sus puntos. Dos
circunferencias son congruentes si y solo si tienen radios iguales.

Lascircunferencias son concéntricassi y solo si tienen el mismo centroy diferentes
radios.
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Unacircunferencia esta inscrita en un poligono si y sélo si loslados del poligono
son tangentes a la circunferencia; esto equivale a decir que el poligono esté cir-
cunscrito alacircunferencia. Unacircunferenciaestacircunscrita aun poligonosi
y solo si losvérticesdel poligono estédn en lacircunferencia. Lo anterior esequiva-
lente aafirmar que el poligono estainscrito en lacircunferencia.

Enlafigura10.8a tenemos un poligono inscrito en un circulo o unacircunferencia
circunscritaal poligono, y en lafigura 10.8b unacircunferenciainscritaen un poli-
gono o un poligono circunscrito a una circunferencia.

O ®
Figura 10.8

Nota: los subconjuntos del espacio se llaman figuras y éstas pueden ser:

a. Unidimensional olineal: como lalinearecta, lalineaquebrada, lalineapoligonal,
lalineacurva.
b. Bidimensional plana: si y sélo si no esta situada en una linea pero si en un
mismo plano; como unaregion poligonal, un circulo o unaregion circular.
c. Tridimensional o espacial: si y solo si no esta situada en un mismo plano;
€omo un cono, un cilindro, unaesfera, una piramide.

Modulo 10: Poligonos
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Ejércicios

Modulo 10

Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

= Lacircunferenciaes convexa.

= El circulo esconvexo.

= El radio pertenece alacircunferencia

= El segmento radial perteneceal circulo.

= Todarecta secante determina una cuerda.

= Todacuerda pertenece alacircunferencia.

= Unacuerdaeslaunion de dos segmentos radiales.

= Todacircunferencia contiene al menos dos arcos diferentes.

= El radio pertenecel circulo.

= Todo segmento diametral es una cuerda.

= Algunos segmentos radiales son cuerdas.

= Unarecta puede intersecar a un circulo en mas de dos puntos.

= Lainterseccion de unacircunferenciay cualquier cuerdaes el conjunto vacio.
= Lainterseccion de unarectay una circunferencia puede ser un conjunto de tres puntos.

= La interseccion de dos cuerdas diametrales y unacircunferencia de un mismo circulo es un conjunto de
cuatro puntos.

Sean una circunferencia C(O,r), unarecta ¢ en el mismo plano y d la distancia del centro alarectas. Complete las
siguientes proposiciones (2 a5) de acuerdo con el enunciado anterior.

2

3

S d >r,entonceslarectaes alacircunferencia.

S d <r,entonceslarectaes alacircunferencia.

Si d =0, entonces la recta contiene una de la circunferencia.
Demuestreel teorema10.1.1
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Capitulo 2

Elementos
hasicos de Ia
geometria

Maddulos 7 al 10

1 Determine si cada enunciado es verdadero o falso.
= Un punto puede ser lainterseccién de varios planos.
= Dados dos puntos diferentes, hay més de una recta que los contiene.
=  Dosrectas diferentes son coplanares.
»  Todarectatiene un Unico punto medio.
= Cuatro puntos son coplanares.

= El plano contiene al menos dos puntos.

» S pe semiplano @,y Q € semiplano «, entonces PQ c « .

» S ABN/=4¢,entoncesAy B seencuentran en regiones opuestas de .

= Loséangulos opuestos por el vértice son suplementarios.

= Unpar lineal estdformado por angulos adyacentes.

= Dos angulos adyacentes forman un par lineal.

= Dos angulos suplementarios forman unapar lineal.

= Losangulosde un par lineal son suplementarios.

= El &hgulo es un conjunto convexo.

= Laregidn angular es un conjunto convexo.

= Los angulos de un poligono son subconjuntos del poligono.

= El interior de un poligono pertenece a poligono.
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= Los angulos complementarios son agudos.
= S dos rectas son perpendiculares, se forman cuatro angul os rectos.

= Dosrectas perpendiculares son incidentes.

Completelas preguntas2 a9:

2

3

Un éngulo €S mayor que su suplemento.

Si lasumade las medidas de dos &nguloses |, los éngulos son
La de un angulo lo divide en dos angul os.

La de un angulo lo divide en dos segmentos.

Ladiferenciaentrelas medidasdel suplementoy el complemento de un angulo siemprees

Lasumade las medidas de | os &ngul os adyacentes consecutivos con el mismo vérticees

El angulo cuya medida siempre esigual aladel suplemento esun angulo

El anico punto de larecta que equidista de dos de sus puntos es el punto del segmento con estos
puntos como sus extremos.

Enlosgercicios 10 al 15 halle lamedida de cada uno de los angul os que cumplen las condiciones dadas.

10.

11

12

14.

Los angulos son suplementarios y uno de ellos es tres veces el otro.

L os angulos son suplementarios y uno de ellos excede en 20° a cuadruplo del otro.

L os angul os son complementariosy lamedidadel menor es40° menor que lamedidadel mayor.
L os angul os son complementariosy lamedidadel mayor es 28° mayor que lamedidadel menor.
Déun éangulo si cuatro veces su medida esigual a cinco veces su suplemento.

Enlafigural OB eshisectrizde AOC y OD eshisectrizde EOC. m(AOC) =50°, m(COE) =80°. Halle:

a m(AOB) b. m(BOD)
c. m(COD) d. m(AOE)
e m(B(SE) f.m(DéA)
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Figura 1

16. Enlafigura?2lasrectas ﬁ, ﬁ, EF secortanend punto Oy AOE = DOF.

D A

Figura 2
Demuestre que OE esbisectriz de AOC .
17.  Enlafigura3:
Hipotesis MN L QS , OP L OR.
Tess  NOP=QOR, NOR = MOP.

R ¢ P
‘M N-.
; - ,
5

Figura 3




18.

Enlafigura4:

D C
Hipétesis: AD | AB, BC L AB, A—O-C,
0 B-0-D, D=C.
Tesis: DAO = CBO.
A B
Figura 4

Demuestre cada una de las siguientes proposiciones (19 a 22):

19.

2.
21
2.
PAS

4.

L as bisectrices de los angulos de un par lineal son perpendiculares.
L as bisectrices de dos dngul os opuestos por el vértice estén sobre la misma recta.
El teorema9.3.5.

L as bisectrices de los angulos formados por dos rectas incidentes son perpendicul ares.

Enlafigura5:
A
\E a Hipotesis AD ~BD, AE =BC .
Tesis: DC = DE.
D -
b. Hipétesis. AE =BC , DE =CD .
Tesis: AD=BD.
/C
B c. Hipotesis ED=CD, AE = ED,BC=CD.
Figura 5 Tesis: AE =BC .

Enlafigura6:

Hiptess ~ AB LCD enO, BOE = DOF.

Tesis: OF LOE.
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3
L J

A 0 B

L3

Figura 6

2. Enlafigura?:

AN

I
=

Hipétess. AD L AB,CD LCB, &
Tesis: é;i

i

7

Figura 7

26.  LospuntosA, B, C, D soncolinedeseneseorden. E esexterior alarectaAD detad manerague m (EI§A) +m (EéB) =180°.
Demuestre que E BC = ECB.

27.  Lospuntos A, B, C, D son colineales en ese orden. O es el punto medio de AD y de BC . Demuestre que
AB=CDy AC=BD.

28.  LospuntosO, A, B son colineales. X espunto medio de AB . Demuestre que:
a OX =(OA+0B)/2 s O-A-B.
b. OX =(OB-0A)/2s A—O-B.

2. A, B, C, D soncolinealeseneseorden. Si 2BC =CD, demuestreque AC =(2AB+ AD)/3.

Autoevaluacion



3L

A, B, C, D son colinealesen eseorden. Si E:Q’ demuestre que M:

m n n-m

AD.

AOB y BOC son dos angulos adyacentes tales que m(AéC)—m(AéB) =90°, OX eslabisectriz de AOB
y OY eslabisectrizde AOC. Halle m(XOY).

Cuatro semirrectas coplanares consecutivas OA, OB, OC y OD forman angulos tales que DOA = COB,

m(COB) = 2m(AOB), m(COD) =3m(AOB).

a Halle m(AOB), m(DOA), m(COD).

b. Demuestre que las bisectrices de AOB y COD estén sobre lamismarecta.

Desde un punto O sobrelarectaX’ X setrazan las semirrectas OA y OB en un mismo semiplanoy |as bisectrices de

los &ngulos XOA, AOB, BOX’. Hallelas medidas de los angulos, sabiendo que m (X ‘éB) =m (XéA) y que las
bi sectrices de | os angul os extremos forman un angul o de medida 100°.

—>

E y AC son semirrectas opuestas. LospuntosE, F, H estan en el mismo semiplano de borde <A—B> . LospuntosE

—>

y H estan en semiplanos opuestos respecto a BF . Los puntos A 'y H estén en igual semiplano respecto a EE;

BF L AC: BE L BH; m(FBE) = 20°. Dibujelafiguray halle m(EBA), m(FBH), m(FBC).

& y OY son labisectrices de dos angul os agudos adyacentes AOB y BOC, respectivamente, y cuyadiferencia
de medidas es 40°. O‘i eslabisectrizde XOY. Calculed angulo que hace C)‘i con:

a. El lado (ﬁ comun alosangulos.
b. Labisectrizdel angulo AOC.

En un mismo semiplano se dan las semirrectas OA, OB, OC, OD y OE, talesque EOD = DOA; COB = BOA:

m (A(5E) -m (AéC) =90°. Determine de qué &nguloses OC bisectriz.
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Capitulo 3

Triangulo

Contenido breve

Maodulo11
Congruencia de triangulos

Modulo 12
Desigualdades

Médulo13
Otras congruencias de triangulos

Autoevaluacion

Presentacién Capitulo 3, modulos 11 al 13

En la industria actual las piezas y maquinarias se hacen con producciones en serie,
construyendo piezas de igual tamafio y forma, desarrollo que ha sido posible por
medio de la congruencia de las figuras geométricas.

En este capitulo se estudian los diferentes criterios para la congruencia de las
distintas clases de triangulos y también la relacion entre los elementos de un mismo
triangulo. Los moddulos correspondientes presentan las generalidades sobre los
triangulos y los criterios de congruencia entre ellos, las desigualdades entre seg-
mentos y angulos y los elementos (lados, angulos) de un triangulo, de los cuales
los mas importantes son el d&ngulo exterior y la desigualdad triangular.






Médulo 11

Congruencia de triangulos

Contenidos del modulo

11.1 Generalidades sobre el triangulo
11.2 Congruencias
11.3 Congruencia de tridngulos

- Objetivos del médulo

. Identificar los elementos de un tridngulo.
. Diferenciar las clases de tridngulos.

Anaxagoras de Clazomenae

(c. 500-c. 428 a.C.). Filésofo, geémetra y
astronomo griego nacido en Clazomenae
(actual Turquia) y muerto en Lampsaco
(actual Turquia).

. Conocer los segmentos y puntos notables.
. Definir la congruencia de triangulos.
. Establecer los criterios de congruencia de tridngulos.

DN B W N =

- Preguntas basicas

. ¢ Qué es un triangulo?

. (Como se denota un triangulo?

. ¢Cuales son los elementos de un triangulo?

. (Qué clases de tridngulos hay?

(Cuales son los segmentos y puntos notables en el triangulo?
. (Qué son figuras geométricas congruentes?

(Como se definen dos triangulos congruentes?

. ¢Cuadles son los criterios de congruencia de triangulos?

Introduccion

Con este moédulo se comienza el estudio de la congruencia de tridngulos. Se empie-
za definiendo qué es un triangulo y cudles son sus elementos. A continuacion se
clasifican los tridngulos de acuerdo a sus lados y a sus angulos y se definen los
segmentos notables (altura, mediana, bisectriz) y los puntos notables (ortocentro,
baricentro, incentro y circuncentro). Se termina con el estudio de los diferentes
criterios de congruencia de tridngulos y se realizan algunos ejemplos de aplicacion.

Vea el mddulo 11
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 3: Triangulo
11.1 Generalidades sobre el triangulo

Definicion 11.1.1: Triangulo
Un triangulo es un poligono de tres lados (figura 11.1). Se denota por A y escribi-
mos AABC . Los puntos A, B, C se llaman Vvértices del triangulo.

Figura 11.1

Los segmentos AB, BC, CA se llaman lados del triangulo: AB=c, BC =a, CA=b.
Los angulos CAB, CBA, ABC se llaman &ngulos interiores del tridngulo, o simple-
mente angulos del tridngulo.

Un punto P pertenece al interior de un tridngulo si y so6lo si es un punto de la

interseccion de los semiplanos: a( B)N E(C) A a( A). Un tridngulo determina

tres subconjuntos: los puntos propios del triangulo, los puntos interiores como P y
los puntos exteriores como Q.

Se llama region triangular a la union de los puntos del tridngulo y los puntos
interiores del mismo. Region triangular: AABC U interior del AABC .

El perimetro de un tridngulo es la suma de las medidas de los lados. Se denota por
2p. Luego 2p=AB+BC+CA=a+b+c.

El conjunto de los triangulos puede clasificarse de acuerdo con los lados del trian-
gulo (figura 11.2).

a. Un tridngulo es escaleno si y s6lo si no tiene lados congruentes (figura 11.2a).
b. Un triangulo es isdsceles si y solo si tiene por lo menos dos lados congruentes
(figura 11.2b). El lado que no es congruente con los otros se llama base del

triangulo isdésceles y los angulos adyacentes a la base se llaman angulos de
la base; el angulo opuesto a la base se llama angulo del vértice.
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Maodulo 11: Congruencia de triangulos
c. Untridngulo es equilatero siy solo si tiene sus lados congruentes (figura 11.2¢).

De acuerdo con las definiciones anteriores se tiene que todo triangulo equilatero es

isosceles.
dngulo
Jeader 4 del vértice
angle
de fa hase .. :

A\ escaleno A\ isosceles /\ equilitero
a0 ")
® ® ©
Figura 11.2

El conjunto de los tridngulos también puede clasificarse de acuerdo con la clase de
angulos del triangulo (figura 11.3).

cateto

cateto []

A\ rectangulo /\ obtusiangulo

Anaxagoras de Clazomenae

Anaxagoras sostenia que toda la materia
habia existido en su forma primitiva como
atomos o moléculas; que estos dtomos,
numerosos hasta el infinito e infinitamente
pequefios, habian existido desde la
eternidad; y que el orden que surgi6 al
principio de este infinito caos de atomos
diminutos era efecto de una inteligencia
eterna. También consideraba que todos los
A acutangulo A equiingulo cuerpos son simples conglomerados de
atomos.

Anaxagoras dio un gran impulso a la

Figura 11.3 investigacion de la naturaleza fundada en la
experiencia, la memoria y la técnica. A él se
le atribuyen las explicaciones racionales de
los eclipses y de la respiracion de los peces,
como también investigaciones sobre la
anatomia del cerebro.
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Capitulo 3: Triangulo

a. Un triangulo es un tridngulo rectangulo si y solo si tiene un angulo recto. El lado
opuesto al angulo recto se llama hipotenusa y los lados adyacentes se llaman

catetos (figura 11.3a).

b. Un triangulo es un tridngulo obtusangulo si y sélo si tiene un angulo obtuso
(figura 11.3b).

¢. Un triangulo es un triangulo acutangulo si y sélo si tiene sus angulos agudos
(figura 11.3c).

d. Un tridngulo es un triangulo equiangulo si y sélo si tiene sus angulos con-

gruentes (figura 11.3d).

En los tridangulos se consideran otros elementos importantes ademas de sus lados y
angulos. Ellos son las alturas, bisectrices, medianas y mediatrices, como también

los puntos de interseccion de ellas.

Definicion 11.1.2: Altura

Se llama altura de un triangulo al segmento perpendicular trazado desde un vértice
al lado opuesto o a su prolongacion (figura 11.4a). El punto de interseccion de las
alturas se llama ortocentro (figura 11.4b). El punto de interseccion de la altura con el

lado o con su prolongacién se llama pie de altura: H, H..
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Figura 11.4a

O: Ortocentro

I
|
|
|
Ihf-'
|
|
|
B |
A<= i~ H
- ¢ f\ |
h == oy
a - -
e N
Hy, = —VNo

Figura 11.4b



Definicion 11.1.3: Mediana

Se llama mediana de un triangulo al segmento que une un vértice con el punto
medio del lado opuesto (figura 11.5a). El punto de interseccion de las medianas se
llama baricentro (figura 11.5b) y es ademas el centro de gravedad o centroide del
triangulo. El punto de interseccion de la mediana con el lado se llama pie de media-
na: M.

A ¢ B
My : mediana

Figura 11.5a

G: baricentro

Figura 11.50

Definicion 11.1.4: Bisectriz

Se llama bisectriz de un triangulo al segmento de bisectriz del angulo correspon-
diente, comprendido entre el vértice y el lado opuesto (figura 11.6a). El punto de
interseccion de las bisectrices se llama incentro (figura 11.6b) y es el centro del
circulo inscrito en el triangulo. El punto de interseccion de la bisectriz con el lado
opuesto se llama pie de bisectriz: B,.

Definicion 11.1.5: Mediatriz

Se llama mediatriz de un triangulo a la perpendicular levantada a cada lado en su
punto medio (figura 11.7a). El punto de interseccion de las mediatrices se llama
circuncentro (figura 11.7b) y es el centro del circulo circunscrito. El punto medio
del lado es el pie de la mediatriz.

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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hizectriz

i
- a »

Figura 11.6a

B
I: incentro

Figura 11.6b

mediatriz

Figura 11.7a



o mediatriz
mediatriz

mediatriz

M: circuncentro
Figura 11.7b

Las medianas, bisectrices y alturas del tridngulo son segmentos de recta. La mediatriz
€s una recta.

11.2 Congruencias

En el capitulo anterior se ha definido la congruencia de segmentos y la congruencia
de angulos mas como una consecuencia de las propiedades de los reales.

Un ejemplo practico de la congruencia es la industria actual, la cual se basa en la
produccion masiva de partes para formar unidades completas. La industria moder-
na tiene que producir articulos que tengan el mismo tamaiio y la misma forma para
no so6lo ensamblar maquinaria o equipos complejos sino también partes para su
reparacion.

La congruencia de figuras geométricas se ha definido de muchas maneras diferen-
tes. Algunas de ellas son:

1. De acuerdo con el tamafio y la forma dos figuras geométricas son congruentes si
y solo si tienen el mismo tamafio y la misma forma.

2. También se ha definido la congruencia en forma dinamica diciendo que dos
figuras son congruentes si y solo si pueden hacerse coincidir mediante un movi-
miento rigido. Un movimiento rigido es el que conserva las distancias; es
llamado también isométrico (que conserva las medidas).

3. Dos figuras son congruentes si y sélo si son la misma figura en distintas posicio-
nes.

4. Dos figuras planas son congruentes si y s6lo si una copia de una de ellas puede
hacerse coincidir con la segunda.

La siguiente definicion representa la culminacion de mas de dos mil afos de
pensamiento sobre congruencia.

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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Capitulo 3: Triangulo

Definicion 11.2.1: Congruencia

Sea X <> X' una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos F y F’ tal que

para toda pareja de puntos P <> P' y Q <> Q' y en correspondencia biunivoca

implique siempre que m(%) =m(P'Q"). Decimos que los conjuntos F y F’ son
congruentes (figura 11.8).

Siuna figura F es congruente con una figura F’, se escribe F = F'.

La congruencia de figuras geométricas cumple las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva (enunciarlas).

X, » X'

+ L

N,
)

Figura 11.8
11.3 Congruencia de triangulos

Consideremos una correspondencia biunivoca entre dos vértices de dos triangulos
ABC y DEF, la cual expresaremos como ABC «> DEF.

La correspondencia biunivoca entre los vértices (figura 11.9), A«<> D, B o E,
C < F, induce a una correspondencia de los lados y los angulos:

C\b\

Figura 11.9
AoD AB < DE
BoE BC < EF
CoF AC & DF
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Definicion 11.3.1: Congruencia de triangulos
Sea ABC <> DEF una correspondencia biunivoca entre los vértices de los trian-

gulos ABC y DEF. Si cada par de angulos correspondientes son congruentes y
cada par de lados correspondientes son congruentes, entonces la correspondencia
ABC <> DEF es una congruencia entre los dos tridngulos y se escribe
AABC = ADEF. Es decir, la correspondencia ABC «> DEF es una congruencia

entre los dos triangulos ABC y DEF si y sélo si se cumple:

A=D AB = DE
B=E y BC = EF
C=F AC = DF

Recordemos que si dos elementos son congruentes, graficamente se indica con el

mismo simbolo, asi: si ABC = DEF, entonces en la figura 11.10 se sefialan los
angulos con el mismo simbolo.

A B D E
Figura 11.10

La congruencia de triangulos también cumple las propiedades:

1. Reflexiva: AABC =~ AABC.
2. Simétrica: AABC =~ ADEF = ADEF =~ AABC.
3. Transitiva: AABC = ADEF y ADEF = AHJK = AABC = AHJK.

De acuerdo con la definicidon de congruencia de triangulos necesitamos seis con-
gruencias (tres pares de lados congruentes y tres pares de angulos congruentes)
para determinar si dos tridngulos son congruentes o no.

El siguiente postulado establece condiciones minimas para la congruencia de trian-
gulos y se llama postulado lado-angulo-lado y se simboliza por L-A-L.

Postulado 11.3.1 L-A-L (Delacongruenciade triangulos)
Sea ABC «»> DEF una correspondencia biunivoca entre los vértices de los trian-
gulos ABC y DEF. Si dos lados y el angulo incluido de uno de los tridngulos son

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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Capitulo 3: Triangulo
respectivamente congruentes a los lados y el angulo comprendido en el otro trian-
gulo, entonces los triangulos son congruentes (figura 11.11).

Figura 11.11
El postulado establece que en la figura 11.11, si AC =~ DF, A=D, AB = DE, en-
tonces AABC = ADEF.

Corolario11.3.1
Si dos triangulos rectangulos tienen sus catetos respectivamente congruentes, los
triangulos son congruentes (figura 11.12).

Este corolario (del postulado L-A-L) se simboliza por C-C en tridngulos rectangu-

los. Su demostracion es inmediata ya que el angulo comprendido siempre es el
angulo recto.

C F

Figura 11.12
En este capitulo las demostraciones se haran siguiendo un listado en el cual en la

parte de la izquierda se ponen unas afirmaciones y en la derecha las justificaciones
o razones de las afirmaciones hechas.

Teorema 11.3.1

Si dos lados de un triangulo son congruentes, los angulos opuestos a ellos son
congruentes.

Un enunciado equivalente al teorema anterior es: “En todo triangulo isosceles los
angulos de la base son congruentes”.
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C
| Hipotesis: AABC con CA=CB
Tesis: A=B
-
A D B
Figura 11.13

Para facilitar la demostracion de algunos teoremas y la solucion de algunos ejerci-
cios es necesario a veces una(s) construccion(es) auxiliar(es), la cual se hace con
trazo discontinuo en la grafica y esta basada generalmente en los postulados.

Demostracion
Se traza CD bisectriz de C con A-D-B.

1. AABC con C_A;C_B

Hipotesis.

2. CD bisectrizde € Construccion auxiliar.
3. ACD=BCD De 2. Definicion de bisectriz.
4. CD=CD (C_D comun) Propiedad reflexiva.
5. AACD = ABCD L-A-L,de1,3y4.
- A=B Angulos correspondientes en As congruentes.
Corolario11.3.2

En todo triangulo isosceles la bisectriz del angulo del vértice es a la vez mediana y
altura y esta contenida en la mediatriz de la base.

Enlafigura 11.13, CD es medianay altura y esta contenida en la mediatriz a AB.
(Por qué?

Corolario11.3.3
Todo triangulo equilatero es equiangulo.

Nota: Euclides hizo la demostracion del teorema 11.3.1 con base en otras construc-
ciones auxiliares apoyadas en los postulados (figura 11.14).

C

Hipotesis: AABC con CA=CB
Tesis: CAB = CBA

A B

.-’J II:}"‘:‘H\ \\

Mr-" TAN
!! \\
Figura 11.14

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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Demostracion
Construccion auxiliar: sean M y N dos puntos tales que C-A-M y C-B-N

(postulado 10) y AM = BN (postulado 8.1.4: construccion de segmentos). Se

unen My B, Ny A (postulado 1).

1. CA=CB Hipotesis.

2. AM = BN Construccion auxiliar.

3. CM =CN Adicion de segmentos, de 1 y 2.

4. C=C Propiedad reflexiva.

5. ACBM = ACAN L-A-L,de1,4y3.

6. CBM = CAN Angulos correspondientes en As congruentes,
des.

7. CMB = CNA Razon de 6.

8. BM = AN Lados correspondientes en As congruentes,
des.

9. AAMB = ABNA L-A-L,de2,7yS8.

Angulos correspondientes en As congruentes,

deO.

10. ABM = BAN

-.CAB = CBA Sustraccion de angulos, de 6 y 10.

Ejemplo11.3.1

La mediana a la base de un triangulo isdsceles es bisectriz y altura (figura 11.15).

A
Hipotesis: AABC isosceles, AB = AC
AM mediana
Tesis: AM bisectriz
AM altura
B I, C
Figura 11.15
Demostracion
1. AB~ AC Hipotesis.
2. BM =CM M punto medio de BC .
3. B=C Angulos de la base del AABC .
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4. AABM = AACM
5. BAM = CAM

L-A-L,de1,3y2.

De 4. Angulos correspondientes en As congruen-
tes.

- AM bisectriz de A De 5. Definicion de bisectriz.

6. AMB = CMA De 4. Angulos correspondientes en As congruen-

tes.

7. AMB y CMA son par lineal B-M-C.
8. AMB y CMA son rectos De 6y 7, definicion de angulo recto.
9. AM L BC AMB y CMA son rectos.

- AM esaltura De 9. Definicidn de altura.
Ejemplo11.3.2

Las medianas trazadas a los lados congruentes de un triangulo isosceles son con-
gruentes (figura 11.16).

A
Hipotesis: AABC isosceles AB = AC
E D ) _
Tesis: BD = CE
B C
Figura 11.16
Demostracion
1. AB=~ AC Hipotesis.
2. BE = EA CE mediana.
3. CD = DA BD mediana.
4. BE=EA=~ AD = DC E, D puntos medios de segmentos
congruentes (ﬁ ~ E)
5. A~ A Reflexividad de la congruencia.
6. AAEC = AADB L-A-L,del,5,4.
-~ EC =~BD De 6. Lados correspondientes en As
congruentes.
Ejemplo11.3.3

Si dos tridngulos son congruentes, las medianas correspondientes son congruen-
tes (figura 11.17).
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Figura 11.17

Hipotesis: AABC = ADEF
CM mediana

FN mediana

Tesis: CM =~ EN
Demostracion
l.CA=FD AABC = ADEF.
2. A=2D AABC = ADEF.
3. AB=DE AABC = ADEF.
4. AM = MB CM es mediana.
5. DN = NE FN es mediana.
6. AM =~ MB = DN = NE M, N son puntos medios de segmentos
congruentes (3).
7. ACAM = AFDN L-A-L,de1,2y6.
~CM = EN Lados correspondientes en As con-

gruentes, de 7.

Teorema 11.3.2: A-L-A

Sea AABC <«» DEF la correspondencia biunivoca entre los vértices de los triangu-
los ABC y DEF. Si los angulos y el lado comprendido entre ellos en uno de los
triangulos son respectivamente congruentes a los angulos y el lado comprendido
en el otro tridngulo, entonces los triangulos son congruentes (figura 11.18).

D E
Figura 11.18
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Hipotesis: ~ AABC y ADEF con A=D

AB = DE
B=E
Tesis: AABC =~ ADEF
Demostracion

La congruencia de dos triangulos s6lo podemos demostrarla por medio del postu-
lado L-A-L. Como no lo podemos aplicar debemos entonces recurrir a una demos-
tracion por reduccion al absurdo, negando la tesis y usando la ley o principio del
tercero excluido.

1. AABC = ADEF obien AABC z ADEF Ley del 3° excluido.

2. Si AABC = ADEF La demostracion termina porque
estamos aceptando que la tesis
es verdadera.

3. Supongamos que AABC % ADEF Suposicion temporal.

4. Sea AC £ DF AABC ZADEF .

5. Existe un punto P € AC, tal que Como AC # DF, supongamos

AP = DF AC < DF .

6. APAB = AFDE L-A-L(de5, A=D,
AB = DE ).

7. PBA~E De 6. Angulos correspondientes
en As congruentes.

8. B=E Hipotesis.

9. PBA=B Transitividad, de 7y 8.

10. Contradiccion De 9. Contradice el postulado
de la construccion de angulos.

AABC = ADEF Negacion del supuesto 3.

Corolario11.3.4: C-A
Si dos triangulos rectangulos tienen un cateto y un angulo agudo respectivamente
congruentes, los tridngulos son congruentes.

Corolario11.3.5
En todo tridngulo a angulos congruentes se oponen lados congruentes (figura
11.19).

Hipotesis: AABC con ABC = ACB
Tesis: AB = AC

Construccion auxiliar
Prolongamos AB y AC hasta My N de tal manera que BM =CN y trazamos BN
y MC -

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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A
B C
== —=\
4 TeaL "7 Y
! Pl \
J P T \
/| -I"i - o= ‘\“\ ,u'\."
H" /
Figura 11.19
Demostracion
1. CBM = BCN Son suplementos de ABC = ACB .
2. ACBM = ABCN L-A-L (BC comiin, CBM = BCN,
BM =CN).
3. BEM = NBC De 2. Angulos correspondientes en
As congruentes.
4. M =N Razénde 3.
5. ABN =~ ACM Adicioén de angulos (hipotesis, 3).
6. MC =~ NB De 2. Lados correspondientes en As
congruentes.
7. AACM = AABN A-L-A,de4,5,6.
. AC =~ AB De 7. Lados correspondientes en As
congruentes.
Corolario11.3.6

Si un triangulo tiene dos angulos congruentes, es un triangulo isosceles.

Corolario11.3.7
Todo triangulo equiangulo es equilatero.

Teorema 11.3.3: L-L-L

Sea ABC <> DEF la correspondencia biunivoca entre los vértices de los tridngu-
los ABC y DEF. Si los lados de uno de ellos son congruentes con los correspon-
dientes del otro, entonces los triangulos son congruentes (figura 11.20).

Hipotesis: sea ABC «»> DEF talque: AC ~ DF
AB = DE

BC = EF
Tesis: AABC = ADEF
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Figura 11.20

Demostracion

Para apoyarnos en el postulado L-A-L, necesitamos un angulo que no nos suminis-
tra la hipotesis. Recurrimos a la construccion auxiliar de dicho angulo.

1. Existe m tal que: BAM = FDE

2. Existe P m tal que AP = DF

3. AB=~DE
4. AABP =~ ADEF
 PB=EF

9,

6. EF = BC
7. PB=EF
8
9

I

. AC =DF
. AC = AP
10. ACP = APC
11. BCP = BPC
12. ACB = APB

13. AABC = AABP
.. AABC = ADEF

Postulado de la construccion de
angulos.

Postulado de la construccion de
segmentos.

Hipotesis.
L-A-L,de1,2,3.
De 4. Lados correspondientes en

As congruentes.

Hipétesis.

De 5y 6. Transitividad.
Hipétesis.

De 2y 8. Transitividad.

De9. Teorema 11.3.1

De 7. Teorema 11.3.1

De 10, 11. Adicion de angulos.

L-A-L,de9,12y AB = AB.
De 4y 13. Transitividad.

Nota: el teorema también es valido para tridngulos obtusangulos y triangulos rec-

tangulos.
Ejemplo11.3.4 (figura 11.21)

En la figura adjunta se tiene:

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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Figura 11.21

Demostracion

—

MON , POQ son rectos
. OM =OP

M =P

NOQ = NOQ (comun)
MOR = POT

. AMOR = APOT

~R=T

e

1

8. OT =OR

9. AMON = APOQ
10. ON = @

11. NT =QR
12. MNO = PQO

13. ONS = 0QS

14. TNS = ROS

- ANST = AQSR

1 22Ude«@ - Para ser, saber y saber hacer

T

Hipotesis: Wj_ﬁ, OP L OR
O-N-T;0-Q-R;
M-N-S—-R;
P-Q-S-T
OM =OP
M =P

Tesis: T=R
ANST = AQSR

OM L OT, OP LOR.
Hipotesis.

Hipotesis.

Reflexividad.

De 1 y 4. Adicion de angulos.
A-L-A,de2,3y5.

Angulos correspondientes en As
congruentes, de 0.

Lados correspondientes en As
congruentes, de 6.

C-A,de1,2,3.
Lados correspondientes en As
congruentes, de 9.

Sustraccion de segmentos, de 8 y 10.

Angulos correspondientes en As
congruentes, de 9.

Suplementos de angulos congruentes,
de 12.

Suplementos de angulos congruentes,
de13

A-L-A,de7,11, 14.



Ejemplo11.35(figura 11.22)

En la figura adjunta se tiene:

A

Hipotesis:  AB= AF ,B—-C—-D
BD=FD.D-E-F

BAC = FAE
Tesis: AC = E,
ACD = AED
DC = DE
Figura 11.22
Demostracion
1. AB = AF Hipotesis.
2. BD~FD Hipotesis.
3. AD= AD (comtn) Reflexividad.
4. AABD = AAFD L-L-L,de1,2,3.
5.B=F Angulos correspondientes en As
congruentes, de 4.
6. BAC = FAE Hipotesis.
7. AABC = AAFE A-L-A,del,5,6.
8. . AC = AE Lados correspondientes en As
congruentes, de 7.
9. BC = EF Razon de 8.
10. -.CD = DE Sustraccion de segmentos, de 2 'y 9.
11. ACB = AEF Angulos correspondientes en As
congruentes, de 7.
- ACD = AED Suplementos de angulos correspon-

- dientes, de 11.

Maodulo 11: Congruencia de triangulos
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@rcicios

Modulo 11

1. Determine cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales son falsas.

= Siun tridangulo tiene dos lados congruentes es un triangulo isosceles.

= Siun tridngulo tiene sus lados congruentes es un triangulo isésceles.

= Todo triangulo equilatero es isdsceles.

= Un tridngulo rectangulo es acutangulo.

= Un triangulo rectangulo puede ser equiangulo.

= Un triangulo isésceles puede ser rectangulo.

m La bisectriz de un triangulo biseca el angulo y el lado opuesto.

» Lamediana de un triangulo biseca el angulo y el lado opuesto.

m Laaltura de un tridangulo es la perpendicular del vértice al lado opuesto.
» El tridngulo es un conjunto convexo.

m Laregion triangular es un conjunto convexo.

= Elinterior del triangulo es un conjunto convexo.

m  El exterior del triangulo es un conjunto convexo.

= El centro de un triangulo es el punto de corte de las bisectrices.

m  El baricentro de un triangulo es el punto de corte de las mediatrices.

= El ortocentro de un tridangulo es el punto de corte de las alturas.

= Elincentro de un triangulo es el punto de corte de las medianas.

m  El centroide de un triangulo es el circuncentro.

= Elincentro de un tridngulo siempre es un punto interior del triangulo.

= El circuncentro de un triangulo puede ser un punto interior del triangulo.
»  El baricentro de un triangulo puede estar en el triangulo.

= El ortocentro de un triangulo puede ser un punto de un triangulo.

m  El circuncentro de un tridngulo puede ser un punto del triangulo.

= Enun tridngulo isésceles, el incentro, el baricentro y el ortocentro son el mismo punto.

2. ABC es un triangulo isosceles de vértice B. Si M y N son los puntos medios de BA y BC, respectivamente,

pruebe que AM =CN .
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3.

Enla figura 1:

D C
E
H
F
u| N
A G 1 B
Figura 1

a. Nombre todos los tridngulos que hay.

b. (Cuales tridngulos son rectangulos?

c. Nombre los posibles tridngulos obtusangulos.
d. (Cuadles tridangulos son acutangulos?

Enel AABC isosceles, labase AB =1 AC. Si el perimetro del AABC es igual al perimetro de un tridangulo equilatero

de lado ¢, jcudl es la medida de cada uno de los lados del triangulo isosceles?

Sien el AABC isosceles de base AB, AM y BN son las bisectrices de A y B, pruebe que AMAB = ANBA..

El perimetro del AABC es 12. Si m= (E) =2AC, BC =+AC, halle AB, BC, CA.

Demuestre las siguientes proposiciones (7 a 11):

10.

11.

12.

13.

Siuna altura de un triangulo es mediana, el tridngulo es isosceles.
Siuna mediana de un tridngulo es altura, el tridngulo es isosceles.

Las medianas trazadas a los lados congruentes de un tridngulo isdsceles se cortan en segmentos correspondientes
congruentes.

En un tridngulo equilatero las medianas, las alturas y las bisectrices son congruentes y congruentes entre si.

Los puntos medios de los lados de un tridngulo equilatero son los vértices de un tridngulo equilatero.

ABC es un triangulo isésceles de vértice A. Sean B—E - A; A—D-C tales que BD = EC. Demuestre que
CEA=BDA

ABC es un triangulo equilatero, y M, N, P son puntos sobre los lados AB, BC, CA, respectivamente, tales que
AM = BN = CP. Demuestre que AMNP es equilatero.

Ejercicios del modulo11




14. Sobre las prolongaciones de los lados AB, BC y CA de un triangulo equilatero ABC se eligen los puntos M, N, P,
respectivamente, de manera que AM = BN = CP. Demuestre que el AMNP es equilatero.

15.  Sea P un punto en el interior del AABC, tal que PTP cortaa BC en M, y C%P cortaa AB enN.Si PM =P y

AP = C_P, entonces AABC es isosceles.

16. Enun AABC setiene A-D-C, C—-H —B, con CD =CH y DA= HB. Demuestre que HAB =~ DBA.Si AH
y BD se cortan en O, demuestre que OD =OH.

17.  Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

Toda recta que pase por el vértice de un triangulo isdsceles biseca la base.
La bisectriz de un angulo de un triangulo isosceles biseca al lado opuesto al angulo.
La altura a la base de un triangulo isosceles es mediana.
Si dos triangulos tienen sus angulos correspondientes congruentes, los lados correspondientes son congruentes.
Si dos triangulos rectangulos tienen la misma hipotenusa, son congruentes.
Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes congruentes, sus angulos correspondientes son congruentes.
Si dos triangulos isosceles tienen igual base, son congruentes.
Si dos triangulos isosceles tienen igual altura a la base, son congruentes.
En un triangulo isosceles toda bisectriz es perpendicular al lado opuesto.
Dos triangulos equilateros son congruentes si tienen un lado congruente.
Dos triangulos equilateros son congruentes si tienen algin elemento congruente.

18.  Demuestre cada una de las siguientes proposiciones.

Todo punto de la bisectriz equidista de los lados del triangulo.

Si un punto equidista de los lados de un angulo, el punto pertenece a la bisectriz del angulo.
Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos del segmento.

Si un punto equidista de los extremos de un segmento, el punto pertenece a la mediatriz.

Si dos tridangulos son congruentes, entonces los elementos homologos son congruentes.
Las alturas trazadas a los lados congruentes de un triangulo isésceles son congruentes.
Las bisectrices trazadas a los lados congruentes de un triangulo iso6sceles son congruentes.

19. Si O es un punto interior del AABC isosceles de vértice A de manera que OC = OB, entonces AOB = AOC. (Qué
ocurre con AOB y AOC si O estd en el semiplano BC(~ A)yOC = OB ?

20.  Enun triangulo isésceles ABC de vértice A se prolongan los lados AB y AC una misma longitud AE = AD con
B-A-EyC-A-E.

= Demuestre que ADBA = AECA.

= Si M y N son puntos talesque B-M—-A, C-N-A, m;myC_M corta a BN en O, entonces
AMOB = ANOC.

= Sise une A con O, pruebe que AO pasa por el punto medio de BC.
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21. Se toman sobre los lados AB y AC deun AABC isosceles longitudes iguales AE y AF ;luego se unen los
puntos E y F con el pie H de la altura AH , relativa a la base. Demuestre que EHA=~ FHA Y AH | EF -

En las siguientes figuras geométricas (22 a 27) hay puntos que evidentemente son colineales y lo cual no se especificard en
la hipotesis.

22.
Hipotesis: BD L AC, CE L AB
AD = AE
Tesis: CF=FB
Figura 2
23.
D C
Hipotesis:  DAB =~ CBA
0 DBA = CAB
Tesis: ‘AD =~ BC
OD=0C
A B
Figura 3
24.

T
Hipotesis: OM LOT , OP 1 OR
OM =0P ON =0Q
Tesis: AOPT = AOMR
AONR = AOQT
ANQS es isosceles

Figura 4
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25.

Hipétesis:  AB=BD=DE=CB=BI=1IH
Tesis: ABDC = ABIA
AIFH = ADFE

Figura 5

26.

D
Hipotesis: AD = AB
AC bisectrizde A
A L > Tesis: BC ~DC
AC contiene la bisectriz de BCD
B
Figura 6
27.
F E
Hipotesis: A-B-C-D, AB=CD
AF =DE , BE=CF
H Tesis: EBD = FCA, FH = HE
A B C D
Figura 7
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Desigualdades

Contenidos del modulo

12.1 Desigualdades en el triangulo

Objetivos del mdédulo

Johannes Kepler

1. Establecer relac?ones de orden entre segmentos. (1571-1630). Astronomo, matematico,

2. Establecer relaciones de orden entre angulos. fisico y filosofo aleméan nacido en Weil der

3. Establecer relaciones de orden entre lados y angulos de un triangulo o de dos ~ Stadt, Wiirttemberg, y muerto en Regens-
triangulos. burg.

Preguntas bhasicas

1. ;Cuando dos segmentos son desiguales?

2. (Cuando dos angulos son desiguales?

3. (Qué es el angulo exterior de un tridngulo y qué relacion tiene con los angulos
interiores del tridngulo?

4. (Qué relacion existe entre los lados de un tridngulo?

5. (Cudl es la relacion entre los lados y los dngulos:
a. de un tridngulo?
b. de dos triangulos?

Introduccion

En este mdédulo se presenta basicamente la relacion de no congruencia que hay
entre lados y angulos en los triangulos y se desarrollan algunos ejemplos de aplica-
cion.

Vea el mddulo 12
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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12.1 Desigualdades en el triangulo

En el capitulo 1 vimos las desigualdades entre los nimeros reales y las propiedades
de esas relaciones de orden. En este capitulo se trataran las desigualdades de
segmentos y angulos y la forma como estan relacionados en el triangulo.

Definicion 12.1.1: Desigualdad de segmentos

Dos segmentos AB y CD son desiguales si y solo si tienen medidas diferentes,
es decir, si no son congruentes, y lo podemos expresar asi:

AB#CD < AB>CD o AB<CD

Definicion 12.1.2: Desigualdad angular

Dos angulos a 'y B son desiguales siy solo si no tienen igual medida, es decir, si
no son congruentes, y lo podemos expresar asi:
azffoa>foa<p

Si A—B-C podemos decir que AC > AB, AC > BC. Si D pertenece al interior

del angulo ABC, entonces m(ABC) > m(ABD) , m(ABC) > m(DBC) . En las fi-
guras 12.1ay 12.1b se ilustra esta situacion.

Figura 12.1

Definicion 12.1.3: Angulo exterior

Se llama &ngulo exterior de un tridngulo al angulo formado por la prolongacién de
un lado y el lado adyacente y el cual forma un par lineal con el angulo interior
adyacente (figura 12.2).

+
|
|
|

Figura 12.2
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Enla figura 12.2 CBD, CAK, PAB son angulos exteriores del AABC, mientras que

KAP no es un angulo exterior. jPor qué?
Teorema 12.1.1: Del angulo exterior

La medida de un angulo exterior de un tridngulo es mayor que la medida de cual-
quiera de los angulos interiores no adyacentes (figura 12.3).

Hipotesis:  AABC con CBD exterior
Tesis: m(CBD) >m(C)
m(CBD) > m(A)
y
Figura 12.3
Demostracion

Sea F el punto medio de BC (todo segmento tiene un Ginico punto medio). Traza-

mos AF y lo prolongamos hasta el punto E de tal manera que AF =~ FE (postula-
do de la construccion de segmentos). Unimos E con B.

1.CF =FB F, punto medio de CB.
2. CFA= EFB Opuestos por el vértice.
3. AF~FE Construccion auxiliar.
4. ACFA = ABFE L-A-L,del,2,3.
5. C=FBE Angulos correspondientes en As congruentes, de 4.
6. m (CBD) >m (CBE) Desigualdad angular.
-.m(CBD) > m(C) Sustitucion de 5 en 6.

En forma similar puede demostrarse que m (CBD) > m(A), eligiendo F como punto

medio de AB y prolongandoﬁ =FE.

Teorema 12.1.2: Relacion L-A

Si dos lados de un triangulo no son congruentes, entonces los angulos opuestos
a estos lados tampoco lo son y al lado de mayor medida se opone el angulo de
mayor medida (figura 12.4).

Hipotesis:  AABC cualquiera CB > CA

Tesis: m (CAB) >m (B)

Figura 12.4

Modulo 12: Desigualdades

Johannes Kepler

Kepler fue el creador de las tres leyes que
Illevan su nombre, acerca de los
movimientos de los planetas. De acuerdo
con la primera ley los planetas giran
alrededor del Sol en orbitas elipticas en las
que el Sol ocupa uno de los focos de la
elipse. La segunda ley formula que las dreas
barridas por el radio vector que une el
centro del planeta con el centro del Sol son
iguales en lapsos iguales; como
consecuencia, cuanto mas cerca estd el
planeta del Sol con mas rapidez se mueve.
La tercera ley establece que la relacion de la
distancia media, d, de un planeta al Sol,
elevada al cubo y dividida por el cuadrado
de su periodo orbital, t, es una constante,

es decir, d/t? es igual para todos los
planetas.

Sus obras mds importantes fueron:
Astronomia nova, Mysterium cosmo-
graphicum (El misterio cosmogréfico),
Harmonices mundi (Sobre la armonia del
mundo).

Kepler también realiz6 una notable labor en
el campo de la dptica: enuncié una primera
aproximacion satisfactoria de la ley de la
refraccion, distinguié por vez primera
claramente entre los problemas fisicos de
la vision y sus aspectos fisiol6gicos, y analizé
el aspecto geométrico de diversos sistemas
opticos.
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Demostracion

1. Sea P e CB tal que CP=CA Postulado 19.

2. m(CAP) =m(CPA) CP=CA enel ACPA

3. m(CPA) > m(B) CPA es exterior al AAPB.

4. m(CAP) > m(B) Sustitucion de 2 en 3.

5. m(CAB)>m(CAP) Desigualdad angular.
.m(CAB) > m(B) De 5y 4, transitividad.

Teorema 12.1.3: Relacion A-L

Si dos angulos de un tridngulo no son congruentes, entonces los lados opuestos a
estos angulos tampoco lo son y al angulo de mayor medida se opone el lado de
mayor medida (figura 12.5).

Podemos notar que este teorema es el reciproco del teorema 12.1.2 y para su demos-
tracion se tendra en cuenta la ley de tricotomia de los niimeros reales. Sera una
demostracion por casos y reduccion al absurdo.

C
Hipotesis: AABC cualquiera
m(A) >m(B)
Tesis: CB>CA
A B
Figura 12.5
Demostracion

Por la ley de tricotomia tenemos que CB < CA, CB =CA, CB > CA. Sidemostramos
que CB no es menor ni igual a CA, necesariamente tiene que darse que CB>CA .

1. Si CB<CA, entonces por el teorema 12.1.2 m(A) <m(B), lo cual es una

contradiccion con la hipdtesis: m(A) > m(B) ; luego CB ,</ CA.

2. Si CB=CA, entonces el AABC es isosceles y los angulos de la base son

congruentes: A= B, lo cual contradice la hipdtesis. Luego CB = CA.

3. Como CBZCA y CB = CA, entonces la tinica posibilidad que quedaes CB>CA.

Corolario12.1.1
En todo tridngulo rectangulo la medida de la hipotenusa es mayor que cualquiera de
la medida de sus catetos.

Corolario12.1.2: Distanciadeun puntoaunarecta

El segmento mas corto que une un punto a una recta en el plano es el segmento
perpendicular del punto a la recta.
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Teorema 12.1.4: Desigualdad triangular

En todo triangulo la medida de un lado es menor que la suma de las medidas de los
otros dos lados (figura 12.6).

Hipotesis: AABC cualquiera.
Tesis: CA<AB+BC

Figura 12.6

Demostracion

Existe un punto D en AB tal que BD=BC (postulado de la construcciéon de
segmentos). Unimos D con C.

1. m(D)=m(DCB) BC =BD en ACBD.
2. m(ACD)>m(DCB) Desigualdad angular.
3. m(ACD)>m(D) Sustitucion de 1 en 2.
4. AD > AC De 3. Relacion A-Len AACD.
5. AC<AD De4. AD>AC
.. AC < AB+BD AD = AB + BD.

En forma similar se puede demostrar que CB < AC + AB; AB <AC + CB.

Corolario12.1.3
En todo tridangulo la medida de un lado es mayor que la diferencia entre las medidas
de los otros dos lados.

Teorema 12.1.5: De la bisagra

Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente congruentes y el angulo com-
prendido entre éstos desigual, entonces al d&ngulo de mayor medida se opone un
lado de mayor medida (figura 12.7).

D E A B
Figura 12.7

Modulo 12: Desigualdades
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Hipotesis: AABCy ADEF

AC =FD

AB = DE

m(FDE) > m(A)
Tesis: FE>CB
Demostracion

Sea DP tal que PDE = A (postulado de la construccion de angulos). Sea Q un

e

punto en DP tal que D_Q =~ AC (postulado de la construccion de segmentos). Sea

DK bisectriz de FDQ (un angulo tiene una Gnica bisectriz). Unimos Kcon Q,y Q
con E (figura 12.8).

Figura 12.8

1. AQDE = ACAB L-A-L (DQ = AC, PDE = A, AB = DE, de hipétesis).
2. AC =DF Hipotesis.
3.D_Q;ﬁ ﬁ);ﬁyﬁ;ﬁ.
4. FDK = Q'jK ﬁ()bisectriz de FI5Q.
5. AFDK = AQDK L-A-L, de 3,4 y KD comun.
6. FK = E Lados correspondientes en As congruentes, de 5.
7. QE < EK + KQ Desigualdad triangular en el AKQE.
8. QE < EK+KF De6y7: FK =KQ.
9. QE<EF Adicion de segmentos.
10. Qe =CB Lados correspondientes en As congruentes, de 1.
1. CB< EF Sustitucion de 10 en 9.

-.EF >CB De 11, propiedad de desigualdades.

Nota: el punto Q puede estar sobre el lado FE(F —Q—E) o en el interior del
triangulo FDE.
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Modulo 12: Desigualdades
Teorema 12.1.6

Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente congruentes y la medida del
tercer lado desigual, entonces al lado de mayor medida se opone un angulo de
mayor medida.

Su demostracion se deja como ejercicio y para ello se debe usar la ley de tricotomia.

Teorema 12.1.7: De la envolvente

El perimetro de toda linea quebrada convexa es menor que el perimetro de la linea
quebrada envolvente que contiene los mismos extremos (figura 12.9).

€ Hipotesis: ACB envolvente de
AOB
Tesis: OA+0OB <CB+CA

Figura 12.9

Demostracion

Prolongamos BO hasta encontrara AC en P y unimos A con B.

1. BP<BC+CP Desigualdad triangular en el ABCP.

2. AO< AP +PO Razon de 1 en el AAOP.

3. BP=BO+0P Adicion de segmentos.

4. OB+OP<BC+CP Sustitucion de 3 en 1.

5. (OB+OP+0A) < Propiedad de las desigualdades, de 2 y 4.
(BC+CP+AP+ PO)

6. OB+OA<BC +CP+ AP Propiedad de reales.
.OB+0OA<BC+CA CP+PA=CA, deb6.

Corolario12.1.4
El perimetro de toda linea poligonal es mayor que el perimetro de cualquier linea
poligonal interior (figura 12.10).

P C
Hipotesis: ABCD poligono

EFHI polinomio interior

Tesis: (EF+FH +HI+1E) <
(AB+BC +CD +DA)

Figura 12.10
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Demostracion
Prolongamos 1E hastaM en E, EF hasta N en E, FH hasta P en ﬁ, HI

hasta Q en AD.

1. IE+EM < 1Q+QA+ AM Teorema 12.1.4
2. EF+FN <EM + MB+BN Teorema 12.1.4
3. FH+HP <FN +NC+CP Teorema 12.1.4
4. HI +1Q < HP + PD+ DQ Teorema 12.1.4

Aplicando la propiedad aditiva de las desigualdades y la adicién de segmentos
concluimos que:

IE+EF+FH +HI < AB+BC+CD+ DA

Corolario12.1.5

En todo triangulo la suma de las distancias desde un punto interior a los extremos de
uno de los lados es menor que la suma de las medidas de los otros dos lados. La
demostracion se deja como ejercicio.

Ejemplo12.1.1

Demuestre que la suma de las medidas de dos angulos cualesquiera de un triangulo
es menor que 180° (figura 12.11).

Hipotesis: AABC con los angulos de la

figura
Tesis: a+b<180°
b+c<180°
c+a<180°
Figura 12.11
Demostracion
1.a+x=180° 4 y X son par lineal.
2.b<x X exterior al AABC.
3.a+b<a+x Propiedades de desigualdades.
sa+b<180° Sustitucién de 1 en 3.

En forma similar se demuestran las otras relaciones.

Ejemplo 12.1.2

En un triangulo ABC, si A— D —B tal que AD = DC = CB, entonces AC > CB (fi-
gura 12.12).
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N Hipotesis: AABC con A-D-B
AD=DC =CB
Tesis: AC >CB
A D B
Figura 12.12

Demostracion
1. m(CDB)=m(B) CD = CB en ADCB-
2. m(CDB)>m(A) CDB es exterior al AADC -
3. m(B)>m(A) Sustitucion de 1 en 2.

..AC >CB Relacion A-L en AACB, de 3.

(Por qué se puede afirmar que AC > DB?

Ejemplo12.1.3

Enel AABC, labisectriz de B cortaalabisectrizde A enD.Si BC > AC, pruebe

que BD > AD (figura 12.13).

Figura 12.13

Demostracion
1. m(DAB)=m(CAD) =1 m(CAB)

2. m(DBA)=m(DBC) = 1 m(CBA)
3. CB>CA
4. m(CAB)>m(CBA)
5. 1m(CAB) > 1m(CBA)
6. m(DAB) > m(DBA)
-.DB > DA

Hipotesis: AABC

AD bisectriz de A

BD bisectriz de B
CB >CA
BD > AD

ﬁ bisectriz de A .

ﬁ bisectriz de B .
Hipotesis.

De 3. Relacion L-A en AABC.
De 4, propiedad de reales.

De 1,2y 5. Sustitucion.
De 6. Relacion A-L en ADAB.

Modulo 12: Desigualdades
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Ejemplo 12.1.4

Demuestre que en todo triangulo la medida de una altura es menor que la semisuma
de las medidas de los lados adyacentes (que parten del mismo vértice) (figura 12.14).

Hipotesis: AABC

CH L AB
CA+CB
Tesis: CH<——
2
Figura 12.14
Demostracion
1.CH <CB Corolario 12.1.2
2.CH <CA Corolario 12.1.2

3. 2CH <CB+CA Adicidon de desigualdades, de 1 y 2.

CA+CB
<—
2

~.CH Propiedad de reales, de 3.
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Ejércicios

10.

Modulo 12

Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

= Un tridngulo isosceles no tiene tres angulos congruentes.
» Cualquier angulo exterior de un triangulo es mayor que cualquier angulo interior.

= Sienel AABC,AB > AC, entonces m(C) > m(B).

» Siun angulo de un triangulo es mayor que un angulo de un segundo tridngulo, entonces el lado opuesto al angulo
del primer tridangulo es mayor que el lado opuesto al angulo del segundo triangulo.

Se puede formar un triangulo cuyos lados tienen las medidas 83, 132, 215.

Cualquiera de los catetos de un tridngulo rectangulo es menor que la hipotenusa.

La diferencia entre las medidas de dos de los lados de un triangulo es menor que la medida del tercer lado.

El segmento mas corto de P a AB es la perpendicular por P a AB.

Si los tres angulos de un triangulo tienen medidas desiguales, entonces no hay dos lados del triangulo que sean
congruentes.

m Las diagonales de un rombo que no es un cuadrado son desiguales.

Seaun AABC con AB=12,BC =10, AC = 7.Ordene los angulos en orden creciente de medidas.

Sienun AABC, m(A) =80°, m(l§) =55°, m(é) =45°, ordene las medidas de los lados en orden decreciente.

ABCD es un cuadrilateroy BD una diagonal, AD | AB. Ordene los lados en forma creciente o decreciente

(si es posible) sabiendo que m(C)=50°, m(CDB)=56°, m(DBC) = 74°, m(ADB) = 65°, m(ABD) = 25°.
Demuestre que los angulos de la base de un triangulo isosceles son agudos.

Demuestre que todo triangulo equilatero es acutangulo.

Si ABCDE esun pentagono, demuestre que el perimetro del triangulo ABD es menor que el perimetro del pentagono.

Demuestre que el perimetro de un cuadrilatero es mayor que la suma de las medidas de las diagonales.
ABC es un triangulo isésceles de vértice C. Si A—D—C y AB < AD, entonces m(C) <m(A).

Enel AABC setiene: A—F—-C; A—-D-B; FC =DB ; AB> AC. Entonces se cumple que FB > CD .
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Mﬁdulo@

Otras congruencias de triangulos

Contenidos del modulo

13.1 Otras congruencias de tridngulos

Objetivos del médulo

1. Mostrar otros criterios de congruencia de tridngulos.
2. Analizar otros criterios de congruencia de triangulos rectangulos.

Preguntas basicas

1. ;{ Ademas de los criterios A-L-A, L-A-L, L-L-L, no existen otros criterios de con-
gruencia de triangulos?
2. (Para congruencia de tridngulos rectangulos s6lo existen los criterios C-A 'y C-C?

Introduccion

Los interrogantes planteados en esta seccion se responderan mediante la presen-
tacion del criterio L-A-A para un triangulo cualquiera y los criterios H-A y H-C para
la congruencia de triangulos rectangulos.

Girard Desargues

(1591-1661). Matemdtico e ingeniero
francés nacido y muerto en Lyon.

Vea el mddulo 13
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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13.1 Otras congruencias de triangulos

Ademas de los criterios de congruencia ya presentados, existen otros criterios de
congruencia de triangulos que estudiaremos a continuacion.

Teorema 13.1.1 L-A-A

Sea ABC «> DEF una correspondencia biunivoca entre los vértices de los trian-
gulos ABC y DEF. Si dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos en uno de los
triangulos son congruentes con sus correspondientes del otro triangulo, entonces
los triangulos son congruentes (figura 13.1).

C

Figura 13.1

Hipotesis: AC =~ DF

A=D

B=~E
Tesis: AABC = ADEF
Demostracion

Se hara por reduccion al absurdo.

De acuerdo con la ley del tercero excluido tenemos que AABC = ADEF, o bien

AABC #ZADEF.

Si AABC = ADEF, estamos aceptando la tesis. Supongamos que AABC;!ADEF

y sin pérdida de generalidad sea AB > DE , entonces por el postulado de la cons-

— —_ —_
truccion de segmentos existe un punto Q en DE tal que DQ = AB y unimos F

con Q

1. AC=DE Hipotesis.

2. A=2D Hipotesis.

3. AB=DQ Construccion auxiliar.

4. AABC = ADQF
5. m(Q)=m(B)
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Mddulo 13: Otras congruencias de tridngulos

6. m(DEF)>m(Q) DEF es exterior al AFEQ.

7. m(DEF) > m(B) Sustitucion de 5 en 6.
8. Contradiccion
. AABC = ADEF

Haga la demostracion si AB < DE.

De 7. Contradice la hipdtesis.
Negacion del supuesto.

Corolario 13.1.1: H-A (Hipotenusa-Angulo)

Sea ABC <> DEF una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos trian-
gulos rectangulos. Si la hipotenusa y un angulo agudo de uno de los tridngulos
son congruentes con la hipotenusa y el angulo agudo del otro tridngulo, entonces
los tridngulos son congruentes.

Teorema 13.1.2: H-C (Hipotenusa-Cateto)

Sea ABC <> DEF una correspondencia biunivoca entre dos tridngulos rectangu-
los. Sila hipotemusa y un cateto de un triangulo son congruentes con la hipotemusa
y el cateto correspondiente del otro triangulo, entonces los tridngulos son con-
gruentes (figura 13.2).

C F

Figura 13.2

/:\ recto
FDE recto
CB=FE

CA=FD
AABC = ADEF

Hipotesis:

Tesis:

Demostracion

Existe un punto | en la prolongaciéon de DE tal que DI = AB (postulado de la

construccion de segmentos). Unimos | con F.

1. AFDI = ACAB C-C(L-A-L).

2. FI ~CB Lados correspondientes en As congruentes,
del.

3. CB~FE Hipotesis.

4. FI~FE De 2y 3, transitividad.

5. AFIE es isoOsceles De 4, definicion.

Girard Desargues

Desargues ided la geometria proyectiva y
se interesd por las aplicaciones de esta
disciplina a la arquitectura y a la ingenieria.
Utiliz6 por primera vez de manera
sistemadtica la idea de «puntos del infinito»
—idea original de Johannes Kepler— en
un tratado sobre las secciones conicas. A
Desargues se le considera uno de los
«padres» de la geometria proyectiva, cuyo
verdadero desarrollo se produjo durante el
siglo XIX a partir de la publicacion del Primer
tratado de geometria proyectiva por parte
del matematico francés Jean Victor Poncelet.

Es el creador del teorema que lleva su
nombre, o teorema de Desargues, que dice:
«Si dos triangulos situados en el mismo
plano estan relacionados de manera que
las rectas que unen los vértices homologos
pasan por un mismo punto (tridngulos
copulares), los lados homélogos se cortan
en puntos de una misma recta (triangulos
colineales). Reciprocamente, tridngulos
colineales son copulares».
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6. [~E Angulos de la base de AFIE.

7. AFDI =~ AFDE L-A-L(@;ﬁ, Ay D rectos, de 6).
. ACAB = AFDE De 1 y 7, transitividad.

Ejemplo13.1.1

En un tridngulo isdsceles la altura a la base es bisectriz y mediana (figura 13.3).

c
Hipotesis: AABC isdsceles
CA=CB
CH L AB;A-H-B
Tesis: CH bisectriz de C
H CH mediana
A H B
Figura 13.3
Demostracion
1. ACHA, ACHB rectangulos CH L AB.
2. CA=CB Hipotesis.
3. CH = CH (comun) Reflexividad.
4. ACHA = ACHB H-C,de2y3.
5. ACH = BCH De4. ;Por qué?
~.CH bisectriz de C De 5. (Porqué?
6. AH ~BH De5. (Por qué?
7. A~H-B De hipotesis.
8. H es punto medio de AB De 6y 7, definicion.
~.CH es mediana De 8, definicion.
Ejemplo13.1.2

Si un tridangulo tiene dos alturas congruentes, es isosceles (figura 13.4).

C

Hipotesis: AABC cualquiera

AE 1L BC,B-E-C
D E o

BD L AC,A-D-C
AE = BD

Tesis: AABC isdsceles

A Figura 13.4 B
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Demostracion

1. AABD, AABE rectangulos AE 1 BC, BD L AC.

2. AE =BD Hipotesis.

3. AB = AB (comiin). Reflexividad.

4. AABD =~ ABAE H-C,de2y3.

5. DAB = EBA Angulos correspondientes en As
congruentes, de 4.

6. CA=CB DAB = EBA en AABC.

. AABC isosceles

Ejemplo13.1.3

De 6, definicion.

Si en un triangulo una bisectriz es mediana, entonces el triangulo es isosceles
(figura 13.5).

Hipotesis: AABC cualquiera
AD es bisectriz de A

Figura 13.5

Demostracion

AD es mediana

Tesis: AABC es isOsceles

Trazamos DM L AC y DN L AB, con B-D-C.

U o

BAD = CAD
AAMD = AAND
MD = ND
CD=BD
ACDM = ABDN

C=B

CA=BA
. AABC isosceles

AD bisectriz de A.
H-A,del, yﬁ comun.

Lados correspondientes en As congruentes, de 2.

AD es mediana.
H-C,de3y4.

Angulos correspondientes en As congruentes, de 5.

De 6, C = B en AABC.

De 7, definicion.
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1. Demuestre que las alturas trazadas a los lados congruentes de un tridngulo iséceles son congruentes.
(Qué parejas de triangulos resultan congruentes?

2. Enun AABC rectanguloen A, CD es la bisectriz de C. Demuestre que DB > DA . (Sugerencia: trace
DE L BC).

3. Los lados OX y OY del angulo XOY son cortados en Ay B, respectivamente, por una secante ¢ . Las

bisectrices de XAB y de YBA se cortan en P, Demuestre que POB = POA.

4. Demuestre que en el AABC la mediana trazada desde A equidista de los vértices By C.
5. Enelcuadrilitero ABCD, siAD=AB,DC=BC, AB L BC y AD L CD. Demuestre que AC bisecaa BD.

6. En el cuadrilstero ABCD, AB =BC, AD =CD . Demuestre que AC L BD.

7. Enla figura 1:

C
Hipotesis: A-D-C, B-E-C
BD L AC, AE L BC
BD = AE
D E Tesis: ‘AC =BC
A ,
Figura 1

8. Enla figura2:
F s
Hipdtesis: A-B-C-D
AF LFC
A B (N D I

Figura 2 Tesis: FC ~ BE
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9. En la figura 3:

Hipotesis: A-P-Q-B
AC =CB
QM L AC,PN L BC
CM =CN

Tesis: APOQ es isosceles

A
P o
Figura 3
10.  Enlafigura4:

T R Hipoétesis: P-S—-R

0 Tesis: TQ=PR
Figura 4

Ejercicios del modulo 13
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Triangulo

UOQIQUQ:IO“

1. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

Maddulos 11 al 13

= En todo tridangulo el incentro, el baricentro y el ortocentro son diferentes.

m Si en la correspondencia ABC <> DEF, AC = DF, AB = DE, A= I5, entonces la correspondencia es una con-
gruencia.

» Dos tridngulos equilateros son congruentes si tienen una bisectriz congruente.

m Dos triangulos isésceles son congruentes si tienen congruentes los lados congruentes.

Si dos triangulos tienen un lado congruente y la altura relativa a ese lado también congruente, los tridngulos

son congruentes.

Dos triangulos rectangulos son congruentes si tienen congruentes un lado y un angulo.

Dos triangulos isésceles son congruentes si tienen congruentes un lado y un angulo.

En un triangulo cualquiera el perimetro es mayor que la suma de las medidas de las tres alturas.

Si dos lados de un triangulo son desiguales, la medida del angulo opuesto al lado mayor es menor que la medida

del angulo opuesto al lado menor.

= Siun triangulo no es isésceles, entonces una mediana a cualquiera de los lados es mayor que la altura a ese lado.

2. Determine en cada caso (figuras 1 a 4) el valor de las variables X, y.

29

25 3x-2

5
w

Figura 1

Figura 2
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3x+6

Figura 4

Para resolver los siguientes ejercicios (3 a 14) tenga presente la figura dada.

3.

B

M

Figura 5

Figura 6

Hipotesis:

Tesis:

a. Hipotesis:

Tesis:

b. Hipdtesis:

Tesis:

c. Hipotesis:

Tesis:

N punto medio de MP
M = P; SNM =TNP
AMNR = APNQ
ANTQ = ANSR

ASOQ =ATOR

AB=AD; BC=DC

AB = AD; BAC =DAC
AMB = AND
MC = NC

AM = AN; MC=CN

MB = ND
AB = AD



Figura 7

Figura 8

B C D

Figura 9

Hipotesis: A—E-F-B
A=B; HEB=DFA
AE = FB

Tesis: OD=OH; CD=CH

a. Hipotesis: AE =~ AF; EB=FC

Tesis: ﬁbisectriz de BAC

b. Hipotesis: AD bisectriz de A
AE = AF
Tesis: EB=FC
DE = DF

c. Hipotesis: AD bisectriz de A y EDF
Tesis: EB=~FC

a.Hipotesis:  AB= AE; BC = DE
Tesis: ‘AC = AD

b. Hipotesis: AB = AE; BAC = EAD
Tesis: AC =~ AD

c. Hipotesis: B=E; AC=AD
Tesis: BC = DE

d. Hipotesis: AB=AE; BC =DE

Tesis: BAD = EAC




8. Para las figuras 10, 11 y 12 se dan las mismas hipotesis y tesis.

A A
A A
Z C D x B E
B E C D

B C D E
Figura 10 Figura 11 Figura 12

Hipotesis: ACB = ADE; AC = AD; BC = DE

Tesis: AB = AE, BD=CE
9.
. C Hipétesis: A—H-1-B, DH L AB, DC||AB
Cl LAB; AD=CB, DH=CI
Q Tesis: halle las parejas de As congruentes
J
A H I B
Figura 13
10. A E
K Hiotesiss 2R | &E
h ft ipotesis: AB 1 AC
B D == |
M 7 DE 1 EF
0 ABML = ADIJ
F C Tesis: AABC = AEDF
Figura 14 AFOM = ACOI

AKLJ es isésceles




12.

13.

14.

15.

A B C
Figura 15

Figura 16

e

A B
Figura 17
A
B ‘M H
1\" ,‘?{:
P
Figura 18

Hipétesis: DE = AH
DH = AE
AB =CD
Al =DJ
Tesis: IB=JC; FI=FJ

Hipotesis: C—-B-D; BC =BA
AB > AC
Tesis: AADC es escaleno

Hipotesis: ABCD cuadrado
A-B-F, D-E-F
Tesis: FD > AC

Hipotesis: AABC cualquiera

AH altura

AM mediana
AB > AC

Tesis:  m(AMB)>m(AMC)

En un cuadrilatero ABCD, las diagonales se cortan en O.

= Si CBD = DBAyBDC = BDA, entonces AO = OC y AC 1 DB.

= Si AB=AD, BC =DC yAB < BC, entonces m(BCD) < m(BAD).




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Enel AABC, D estaentre AyB detal manera que BC = BD. Demuestre que:
AB > BC,m(ACB) > m(A),m(DCB) > m (A), AC > CD.

Si O es un punto interior en untridangulo ABC, demuestre que OA+ OB+ OC varia entre el semiperimetro y
el perimetro del tridngulo. (Sugerencia: tenga presente el teorema 12.1.7, de la envolvente).

Demuestre que en todo triangulo la medida de una mediana es menor que la semisuma de las medidas de los lados
que parten del mismo vértice. (Sugerencia: prolongue la mediana una longitud igual a ella).

Demuestre que en todo triangulo la suma de las medianas varia entre el perimetro y el semiperimetro.

Se prolonga el lado CA de un triangulo ABC , rectanguloen A, una longitud AD = AC; luego se trazaa CB

la perpendicular DH que cortaa AB en P . Demuestre que DB es perpendicular a CP.

—>
Por un punto M de la bisectriz AM de un angulo de vértice A se trazan dos rectas ¢,y ¢, que hacen angulos

congruentes con AM. Larecta /, cortaalosladosde A en ByC, larecta /, los cortaen D y E. Demuestre que
BC =DE.

XOY esun angulo agudo. Se levantan exteriormente OX' perpendiculara OX ,y OY' perpendiculara OY en

S

diferentes semiplanos respecto a OY. Se toman OA y OB sobre OX y OX’', respectivamente; similarmente
OC y OD sobre OY y OY’, respectivamente. Luego se trazan AB y CD que se cortan en F; CD cortaa OX

en My AB cortaa OY en N. Si B=D yﬁ;@, demuestre que MF = NF.
Halle las parejas de tridngulos congruentes que resultan cuando en un tridngulo isosceles se determina:

a. El baricentero
b. El ortocentro
c. El incentro

En un triangulo isésceles ABC de vértice A, P es el baricentroy M es el punto medio del segmento que une los

extremos de las medianas a los lados congruentes. N es el punto medio de la base. Demuestre que A,P,M,N son
colineales.

ABCD es un trapecio isosceles con AD =BC, DH es perpendicular a AB y cl perpendicular a E; los lados
no paralelos se cortan en P, las diagonales se cortan en O, M es el punto medio de AB y N es el punto medio de

CD . Demuestre que P,N,O,M son colineales.

Autoevaluacion



Prese ntaci@

En este capitul o se presenta quizas el postulado que més pol émica ha causado
—el 5° postulado de Euclides o postulado de las paralelas—, el cua ha creado la
independencia de las geometrias y ha dado lugar alas geometrias no euclidianas.

Si la paralela por el punto exterior de una recta es Unica, se tiene la geometria
euclidiana; si no es Unica, entonces aparece la geometria de Lovachesky; y si no
pasa ninguna, se originala geometriarimaniana. Las paralelas cortadas por trans-
versales permiten determinar las medidas de los angulos formados y las de los
poligonos, al aplicar lasumade los angulos interiores de un tridngulo.

Al final del capitulo se analizan los puntos y rectas notables en € tridngulo, asi
como las condiciones minimas que debe cumplir un cuadrilétero para ser un
paralelogramo. Seanalizan losteoremasdelaparaelay labase mediaen untriangu-
loy en un trapecio, respectivamente.

Capitulo 4

Cuadrilateros

" Contenido breve

Modulo 14
Paralelismoy perpendicul aridad

Modulo 15
Angulos especiales

M6dulo 16
Propiedades de cuadrilateros

Modulo 17
Rectas y puntos notables

Autoevaluacion
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Médulo@

Paralelismo y perpendicularidad

Contenidos del modulo

14.1 Rectas perpendiculares
14.2 Rectasparaelas

Objetivos del médulo
John Playfair

. Identificar rectas perpendicularesy rectas paralelas. (1748-1819). Matematico y gedlogo
. Diferenciar rectas perpendiculares, paralelasy oblicuas. gscoces.

. Relacionar rectas paralelasy perpendiculares.

. Aplicar lademostracion por reduccion al absurdo.

A OWNPF

Preguntas basicas

. ¢Qué es unarecta perpendicular levantada por un punto de unarecta?

. ¢Cémo selevanta (traza) dichaperpendicular? (médulo 28, apartado 28.4)

. ¢Qué es unaperpendicular bgjada a unarecta desde un punto exterior a€ella?
¢Cbémo setrazadicharecta? (médulo 28, apartado 28.4)

¢Qué son rectas oblicuas?

. ¢Cud esladistancia de un punto aunarecta?

. ¢Qué propiedades tienen | as rectas paral el as?

. ¢Quérelacion hay entre rectas paralelasy rectas perpendicul ares?

. ¢Quédiceel postulado delas paraelas?

10. ¢Como setrazaunapara elaaunarecta? (médulo 28, apartado 28.4)

©ONOOUTAWNBRE

Introduccion

En este médul o se demuestralaexistenciay unicidad delasrectas perpendicul ares
(bajada—levantada) aunarecta. Se muestralaexistenciadelarectaparalelaaotra
recta por un punto exterior a€lla, se enunciael postulado de las paralelas (quinto
postulado de Euclides), se dael concepto de rectaoblicuay se define la distancia
de un punto a unarecta.

Vea el mddulo 14
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 4: Cuadrilateros

14.1 Rectas perpendiculares

En el capitulo 2 se habia definido la perpendicularidad entre dos rectas. Veamos
ahora algunas propiedades que son importantes porque tratan de existenciay uni-
cidad. Para su demostracion se aplicara la demostracion indirecta o reduccion al
absurdo.

Teorema 14.1.1

En un plano dado, por un punto cualquiera de una recta dada puede pasar unay
solo unarecta perpendicular alarectadada (figural4.1).

P Hipotesis: larectam
i P un punto de larectam
S {f a Tesis: a Existe una recta ¢ L m que
B contiene a P (existencia)
| P R m b. Hay unasolarecta ¢ 1. mque
K pasa por P (unicidad)
i
;e
Figura 14.1

a. Demostracién delaexistencia: seaR un punto delarectam, diferentedeP. Existe

un punto S en el semiplano «, tal que RPS esrecto (por € postulado de la cons-
truccion de angulos); entonces la recta PS es perpendicular a la recta m. Como

Fg =/, entonces ¢ 1 m; se hademostrado asi que existe larecta

b. Demostracion dela unicidad: hay que demostrar que ¢ esunica. Lademostra-
cién se hara por reduccién a absurdo, asi:

Existe mas de unarecta que pasapor Py es perpendicular am o bien no existe mas
de unarecta que pasapor Py es perpendicular am (ley del tercero excluido).
Supongamos que hay otrarectat que pasa por Py es perpendicular am (suposi-
ciontemporal). SeaQ un punto enlarectat, entonces Rf’Q esrecto (porque t 1. m
y forman angul os rectos).

Tenemos entonces queR PS y R f’Q son rectos, lo cua es una contradiccion con

el postulado de la construccién de angulos; 1o anterior significaque el supuesto es
falsoy concluimos que larecta ¢ esunica

Teorema14.1.2

Por un punto dado, que no esté en una recta dada, pasa una y solo una recta
perpendicular alarectadada.
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Modulo 14: Paralelismo y perpendicularidad

Hipotesis: larectam. El punto P no estaenm
Tesis: a. Existe por lo menos unarecta que contiene aP y es perpendicular
am (existencia)
b. Larectaque pasapor P y es perpendicular am es nica (unicidad)

a Demostracion delaexistencia(figural4.2).

Sean A, B dos puntos sobre m. Trazamos

Bt Ii;yseformael angulo ABP.
Existe un punto R en el semiplano
B -~ D ,m N .
’ T 1 m (~P)ta que ABR = ABP (postulado
de la construccién de angulos).
N ;}“ Existe en ﬁ un punto C tal que
~h
BC = BP (postulado de la construccion
de segmentos).
Figura 14.2

Trazamos PC guecortaam enD. Tenemosentoncesque ACBD = APBD (L-A-L)
y de la congruencia se deduce quePﬁB ~CDB, y como son un par lineal

(P-D-C), tenemos que PDB ny)B son rectos (definicion) y sus lados son

perpendiculares. Luego <P—C) 1Im.

b. Demostracion de la unicidad (figural4.3). Se usara e método de reduccion
al absurdo.
Por laley del tercero excluido existe mas
de unarecta que pasa por P y es perpen-
dicular am, o bien no existe més de una
rectaque pasapor Py es perpendicular a
m. Supongamos que |l y t son las dos rec-
tas que pasan por P y son perpendicul a-

R‘P

\3‘ resam,y lascualescortanamenB y A,
respectivamente.
C
M4
Figura 14.3

Existe un punto C en lasemirrectaopuesta a BP tal que BC = BP y trazamos

AC .PBA y CBA sonrectosporque £ L m (teorema9.3.5)y PBA = CBA, luego
APBA = ACBA por L-A-L y los angulos correspondientes son congruentes:

CAB = BAPy serian angulos rectos porque ¢ 1 m; luego CALm, locua es

imposibleporque ¢ L m enAy CA L m contradicen el teorema14.1.1 El supuesto
esfalsoy sdlo hay unarectaque pasapor P y es perpendicular am.

John Playfair

El progreso de John Playfair en las ciencias
matematicas fue tan rapido que sustituy6 a
su profesor de fisica cuando éste enfermo.
En 1785 fue nombrado Profesor Asociado
de Matemédticas en la Universidad de
Edimburgo. Nivel6 la notacién de los puntos
y lados de las figuras en los primeros seis
libros de su edicion de Euclides. A estos
libros ahadid otros tres como suplemento,
y agregd una seccion de notas como
apéndices en las que daba sus razones para
haber alterado los volimenes anteriores y
una exposicion brillante en el complicado
asunto de las lineas paralelas.

Playfair popularizé el axioma de las paralelas,
que es equivalente al quinto postulado de
las paralelas de Euclides, y cuyo enunciado
es el siguiente: Axioma de las paralelas: «Por
un punto dado que no esté en una recta
dada s6lo se puede trazar una (nica linea
recta paralela».
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Capitulo 4: Cuadrilateros

Corolario14.1.1
Ningun triangulo puede tener dos angul os rectos.

Definicion 14.1.1: Recta oblicua

Unarecta que no corte a otra perpendicularmente se dice que es unarecta oblicua
0 simplemente unaoblicua.

Definicion 14.1.2: Distancia de un punto a una recta

La distancia entre una recta 'y un punto que no esta en la recta es la medida del
segmento perpendicular trazado desde el punto a larecta. Si e punto dado esta
sobre larecta, ladistanciaesO.

Teorema 14.1.3

El segmento de menor medidatrazado desde un punto aunarectaesel segmento de
laperpendicular bgjadaalarectadesde el punto (figural14.4).

P \
Hipotesis: recta /¢
Pel
PQ L/
R#Q,Re/
¢ Tess  PQ<PR

M 0 R

Figura 14.4
Demostracion

SeanMy R puntossobre ¢ tal que M —Q - R . m(R) < m(M QP) porque M QP es
exterior a APQR . Ahora, M QP = RQP por ser rectos( PQ 1 ¢ ). Sustituyendo que-
da: m(R) < m(PQR). Luego PQ < PR (relacionA-L en APQR).

14.2 Rectas paralelas

Recordemos que dos rectas coplanares son paralelas si y sdlo si no se cortan o son
coincidentes (figura14.5).

El paralelismo como relacion entre rectas es una rel acion de equivalencia (cumple
las propiedadesreflexiva, simétricay transitiva).

El paralelismo también se aplica a los rayos o segmentos de rectas paralelas.

Podemos afirmar que si en la figura 14.6 £||m, entonces AB || DF , AB| AC,

AC ||EF | etc.
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Modulo 14: Paralelismo y perpendicularidad

. ‘ . g
) A B C
- - ~—
m v D E F
Figura 14.5 Figura 14.6

Es claro entonces que dos rectas coplanares son paralelas o incidentes. Si las
rectas no son coplanares es posible que no sean paralelas ni incidentes, como

ocurrecon lasrectas AB y CD delafigura14.7, |ascuales estan en planosdiferen-
tes. De estas rectas se dice que son “rectas cruzadas’.

Figura 14.7

En esta parte delageometriaplanasiempre vamos ausar rectas en un mismo plano.

Teorema 14.2.1
Dosrectas paral el as diferentes determinan un Unico plano que las contiene (figura
14.8).
Hipotesis: ¢=m; £]|m
> £ . ; -
0 Tesis: el plano P las contieney es Uni-
co
+ > M
P A B
Figura 14.8

Demostracion

Si /]lm, entonces, por lamismadefinicion derectas paralelas, existeun plano P que
contienea ¢ ym. Si Q esunpuntode ¢,y Ay B son puntos de m, entonces son
puntos no colinealesy existe un Unico plano quelos contiene (postulado 7.1.4) y €l
cual contienea ¢ y m, luego P es el Unico plano que las contiene.
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Teorema 14.2.2

Dosrectas coplanares son paralelas si son perpendicularesaunamismarecta (figu-
ral4.o).

Hipotesis: ¢, m coplanares
o . (1t enA
. enB
.0 . mlt
m B LT Tesis: L]l m
Figura 14.9

Demostracion (reduccion al absur do)
Como ¢ y m son coplanares, entonces, por laley del tercero excluido, ¢ esparalela

am(¢||m)obien ¢ noesparalelaam (¢){m).Si ¢}{m, lasrectas deben cortarse
en un punto Q (las rectas coplanares no paralelas son incidentes). Por el punto Q
que es exterior alarectat pasan dos rectas ¢ y m que son perpendicularesa t y

esto contradice el teorema 14.1.2, luego €l supuesto /¢ Jrf m es falsoy concluimos

que £l m.
Teorema 14.2.3

Sea ¢ unarectay P un punto que no esté en larecta, entonces existe por |0 menos
unarectaque pasapor Py esparalelaalarectadada (figura 14.10).

?f Hipdtesis: ¢ rectadada
i P noestaen ¢
<------7; --------------- »
i Tesis: existelarectam que pasapor Py es
vl ¢

paralelaalarecta ¢ .

-

Figura 14.10

Demostracion

Existe una Unica rectat que pasa por P y es perpendicular alarecta ¢ (teorema
14.1.2). Seam una recta que pasa por P y es perpendicular alarectat (teorema

14.1.1). Por el teorema14.2.2 concluimosque /|| m.

Postulado 14.2.1 (Postulado delaspar alelas)
Por un punto dado exterior a unarecta dada pasaunay solo unarectaparalelaala
recta dada.
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Modulo 14: Paralelismo y perpendicularidad

El postulado asi enunciado se debe a Jhon Playfaire (1748-1819), siendo esta la
razén por lacual e postulado delas paral €l as se conoce como postulado de Playfaire
y es equivalente a enunciado por Euclides que dice: “Si dos rectas son cortadas
por unatransversal detal maneraquelasumadelosangulosinteriores(colaterales)
alasrectasy de un mismo lado de latransversal es menor que 180°, entonces las
rectas se cortan al mismo lado delatransversal”.

Laexistenciadelarectaparalelaen el postulado delasparalelasestajustificado con

el teorema 14.2.3. La unicidad de esta paralela es la que en realidad constituye el
postulado.

Teorema 14.2.4

Dosrectas paralelasaun tercerarectason paralelasentre si (figura14.11).

m

Hipotesis: ¢||m,

n N

et niim

. ¢ Tesis; A
Figura 14.11

Demostracion (reduccion al absurdo)

Z|[nobien f}{n (ley del tercero excluido). Si f}{n entonces se cortan en un punto

P. Por P estarian pasando dos rectas paralelas (por lahipétesis) alamismarectam
y esto es imposible porque contradice el postulado de las paralelas. Luego €l su-

puesto (f)‘[n) esfasoy concluimosque ¢|[n.

Teorema 14.2.5

Si dosrectas coplanares son paralelasy unatercerarectaes perpendicular aunade
ellas, entoncesesperpendicular alaotra(figural4.12).

Hipétesis: /|| m
.
) Tm t transversala / ym
e P ' tLle
- e Tesis: tlm
Figura 14.12
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Demostracion (reduccion al absur do)
Larectat es perpendicular am o bien t no es perpendicular am (ley del tercero
excluido).

Si ty m no son perpendiculares, entonces existe unarectan que es perpendicular a
tenP, dondem interceptaat; larectan seriaentoncesparalelaa ¢ (teoremal4.2.2),
lo cual esimposible porque n|| ¢ y m]|£contradicen el postulado de las paralelas.



Médulo@

Angulos especiales

Contenidos del modulo

15.1 Paralelasy angul os especiales
15.2 Angulos en figuras geométricas

Objetivos del médulo

. Definir unarectatransversal.

. Estudiar los angulos formados entre rectas.
. Analizar lascondiciones parael paralelismo.
. Estudiar angulos en las figuras geométricas.

A WDN P

Preguntas basicas

1. ;Quéesunarectatransversal?

. ¢Como sellaman los angul os formados por dos rectas que son intersecadas por
unatransversal?

. ¢COmMo saber si dos rectas son paralelas?

. ¢COmo son los angul os determinados por dosrectas paralelasy unatransversal?

. ¢Cuénto mide el angulo exterior deun triangulo?

. ¢Qué propiedades tienen los &ngulos interiores de un triangulo? ¢De un cuadri-
l&tero? ¢De un poligono?

N

[o2 I &2 F S OV)

Introduccion

En este médul o analizaremos | os &ngul os determinados por rectas cortadas por una
transversal, los cuales nos llevan a determinar si las rectas son o no paralelas de
acuerdo con lacaracteristicadel &ngulo. Estudiaremos ademés|os angulosrelacio-
nados con las figuras geométricas, especialmente en los triangulos.

Nikolai lvanovich Lobachevski

(1793-1856). Matemético ruso nacido en
Nizni Névgorod.

Vea el mddulo 15
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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15.1 Paralelas y angulos especiales

Definicion 15.1.1: Recta transversal

Unarecta es transversal ados 0 més rectas coplanares si y sélo si lasintersecaen
puntos diferentes. En lafigura 15.1, larecta S no estransversal alasrectasr y n

porquelasintersecaen el mismo punto, pero larectat estransversal a ¢ y m porque
lasintersecaen Ay B, respectivamente.

Cuando dos rectas son cortadas por unatransversal se forman ocho angulos (figu-
ral5.1). Cuatrodeellosestan por “fuerd’ delasrectas ¢ y my sellaman “éngulos

exteriores’; sonlosangulos 1, 2, 7, 8. Otroscuatro estan “entre” lasrectas /'y my
sellaman “&ngulosinteriores’; son losangulos 3, 4, 5, 6.

Figura 15.1

Laspargjasde angul osadiferenteslados delasecante sellaman ** angulosalternos”’;
sonloséngulosly 2,1y 3,...,1y 7,...

Las pargjas de angulos interiores no adyacentes que estan situados en diferente
semiplano respecto alatransversal se llaman “angulos alternos internos’; son los
angulos4y 6,3y 5.

Las pargjas de angulos exteriores no adyacentes que estan situados en diferentes
semiplanos respecto alatransversal sellaman “ angulos alternos externos’; son los
angulos1y 7,2y 8.

Las parejas de angulos no adyacentes, uno interior y otro exterior, que estan situa-
dos en un mismo semiplano respecto a la transversal se llaman “angulos
correspondientes’o ** angulos colateraes’; sonlosangulos1y 5,4y 8,2y 6,3y 7.

Las parejas de angul os interiores en un mismo semiplano respecto alatransversal
sellaman “angulos colaterales interiores’; son losangulos4y 5, 3y 6.

L as pargjas de angul os exteriores en un mismo semiplano respecto alatransversal
sellaman “angulos colaterales exteriores’; sonlosangulos1y 8,2y 7.

Teorema 15.1.1

Si dos rectas a ser cortadas por una transversal forman angulos alternos internos
congruentes, son paralelas (figura15.2).
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Hipdtesis: ttransversala / ymenAyB
& = j3 son alternos internos

Tesis: £lm

Figura 15.2

Demostracién (reduccion al absurdo)
& = j3 por lahipétesis.
Por el principio del tercero excluido /||m o bien K}[m. Supongamos que ﬁ/}fm,

entonces ¢ intersecaam en un punto P (en el plano dos rectas son paralelas o
incidentes), y enel AABP « esunangulo exterior, lo cual implicaque > 3, que

esimposible porque contradicelahipétesis a = # (ley detricotomia). Luego 7 ||m
(negacion del supuesto).

Teorema 15.1.2

Si dos rectas a ser cortadas por unatransversal forman angulos correspondientes
congruentes, son paralelas (figura15.3).

! Hipdtesis: ttransversdla / ymenAyB
B -‘J g »£ 6 = /3 son correspondientes
@
Tesis: L|[m
. ﬁ m
Figura 15.3
Demostracion

Por hipétesis 9= y por opuestos por el vértice o =6 . De la transitividad:
a=p. Luego ¢|/m por el teorema15.1.1.

Corolario15.1.1

Si dosrectasal ser cortadas por unatransversal forman angulos colateralesinterio-
res suplementarios, son paralelas. La demostracion de este corolario se degjacomo
gercicio.

Corolario15.1.2
Si dos rectas cortadas por una transversal forman angulos alternos externos con-
gruentes, son paralelas. Su demostracion se dejacomo gjercicio.

Médulo 15: Angulos especiales

Nikolai lvanovich Lobachevski

Fue uno de los primeros en aplicar un
tratamiento critico a los postulados
fundamentales de la geometria euclidiana.
En forma independiente del hingaro Janos
Bolyai y del aleman Carl Gauss, Lobachevski
descubrié un sistema de geometria no
euclidiana. Entre sus obras mas importantes
estan Sobre los principios de la geometria 'y
Geometria imaginaria.
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Teorema 15.1.3

Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos
alternosinternos son congruentes (figura 15.4).

t
/ Hipotesis. ttransversala ¢ ymenAyB
A /|m

*IH

—|~U

i i i o

=

@ y B sonalternosinternos

=)

»¢  Tesis: az=p

\u,
IS
b Al S

Figura 15.4

Demostracion
Sea M el punto medio de AB (M es tnico). Por M setraza@J_m(M gmy

teorema14.1.1). Por el teorema14.2.5, QP L /.
AAMP = ABMQ por H-A (son triangulos rectangulos con AM =BM) y

PAM = QI§M (por opuestos por €l vértice). . q = /3’ por ser angulos correspon-
dientes en tridngulos congruentes.

Lademostracion de los siguientes teoremas se deja como gjercicio.

Teorema 15.1.4

Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos
correspondientes son congruentes.

Teorema 15.1.5

Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos
alternos externos son congruentes, y reciprocamente.

Teorema 15.1.6

Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos
colaterales interiores son suplementarios, y reciprocamente.

Teorema 15.1.7

Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces los angulos
colateral es exteriores son suplementarios, y reciprocamente.

Ejemplo15.1.1

Enlafigurals.5:
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Hipotesis: ABCD cuadrilétero
'AC Y BD diagonales

AC nBD ={0}
4 B E) ;38 » AO=0C
Tesis: DC|AB, AD||BC
Figura 15.5
Demostracion

ADOC = ABOA por L-A-L (DO = OB, DOC =BOA y AO =OC ), DCO =~ OAB
por ser angul os correspondientes en triangul os congruentes. Por el teorema 15.1.1

concluimos que DC Il AB. ADOA = ABOC por L-A-L. Por éngulos correspon-

dientes en triangulos congruentes: ADO = CBO.

Concluimos entonces que AD || BC por el teorema14.2.5.
Ejemplo15.1.2

Enlafigural5.6:

5 E Hipotesss A—-B-C-D
AB=CD
AF = BE
FC=ED
A N ¢ D tess FC || DE
Figura 15.6
Demostracion

Por adicién de segmentos AC = BD . Ahora, e AAFC = ABED por L-L-L; por
angulos correspondientes en triangulos congruentes se tiene que ACF = BDE.

Luego FC || DE por e teorema15.1.2.

Ejemplo15.1.3

Enlafigurals.7:

4 , ¢ Hipétess  ¢||m
c m(ABC) = 35°
550 m(EDC) = 55°
—5 *m  Tesis at0="
Figura 15.7

Médulo 15: Angulos especiales
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Solucion

EDB y ABD son colaterales interiores suplementarios porque /||m, y por €l
teoremal5.1.6 o +35°+ 0 +55°=180° = a + 6 = 90°.
Ejemplo15.1.4

Demuestre que si dos angulos tienen sus lados paralelos son congruentes o son
suplementarios (figuras 15.8, 15.9y 15.10).

H a Hipotess: HFDyCAB con

/C AB || DF
— — AAC||AFH
Tesis: Ax=F

Figura 15.8

IR

Demostracion

CED=z=A por ser angulos correspondientes entre paralelas ( AB || FD). Por la

—_— —

misma razén anterior CED = F, yaque AC || FH . Por transitividad se concluye

que A=F .

b. HipGtesis: DFH y EAC con

°f
. A
C SN
AC || FH
El u AB || FD
F j
B

Tesis A=F

Figura 15.9

Demostracion

—_— —

A= AEH por ser angulos alternos internos entre paralelas (AC || FH) . Por ser

— —>

angulos correspondientes entre paralelas (AB||FD), los angulos AEH y F son

congruentes. Luego A=F por transitividad.
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D
c. Hipdtesis: CABy DFH con
A c AB||FD
AC || FH
F H Tesis: A y F suplementarios
B
Figura 15.10

Demostracion

ABH = F por ser angulos correspondientes entre paralelas (E I 5) :CAB y
ABH son suplementarios por ser angulos colaterales interiores entre paraelas
(AEH Bﬁ). Luego A yIE son suplementarios.

Ejemplo15.1.5

En forma similar aladel g emplo 15.1.4 analice la proposicion: “si dos angulos

tienen sus lados perpendiculares, entonces los angulos son congruentes o suple-
mentarios’.

15.2 Angulos en figuras geométricas

Teorema 15.2.1

Entodo triangulo lamedidade un &ngulo exterior esigual alasumadelasmedidas
delos éngulos interiores no adyacentes (figura 15.11).

L 7 Hipdtesis. AABC con CBD exterior
M
/P Tess  m(CBD)=m(C)+m(A)
A B D
Figura 15.11
Demostracion

- — e ape
Trazamos BP || AC como construccion auxiliar

CBP = C por ser &ngulos alternos internos entre paralelas
DBP ~ A por ser angulos correspondientes entre paralelas

m(CBD) = m(CBP)+ m(DBP) por adicién de angulos

Luego m(CBD) = m(C)+m(A)

Médulo 15: Angulos especiales
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Teorema 15.2.2: Medida de los angulos de un triangulo

En todo triédngulo la suma de las medidas de los dngulos interiores es 180° (figura
15.12).

Hipdtesis: AABC
Tess  m(A) + m(B) + m(C) = 180°

Figura 15.12

Demostracion
Por cualquiera de los vértices se traza una recta paralela a lado opuesto. Sea

DCE || AB .

_— —

a=A y =B por ser angulos alternos internos entre paralelas (AB || DCE ).
m(@) + m(C) + m(f) = 180° porque DCE es rectilineo (D—C—E). Sustitu-

yendo |as congruencias podemos concluir que m(A) + m(C) + m(B) = 180°.

Corolario15.2.1
En todo triangulo no puede haber mas de un angulo interior cuya medida sea
mayor o igual a90e.

Corolario15.2.2
L os angulos agudos de un triangul o rectangulo son complementarios.

Corolario15.2.3
Cadaangulo interior de un triangul o equilatero mide 60°.

Corolario15.2.4
Los angulos de la base de un triangulo isdsceles son agudos.

Corolario 15.2.5
Si dos triangulos tienen dos angulos congruentes, sus terceros angulos son con-
gruentes.

Corolario 15.2.6
Lasumadelas medidas de los angul os interiores de un cuadril&tero es 360°.

Corolario15.2.7
La suma de las medidas de los angulos interioresde un poligono de n lados es
(n—2) 180~

Desde un vértice se trazan las posibles diagonales y se forman (n — 2) triangulos
cuya suma de angulos interiores es igual a la suma de los del poligono. Queda
como gjercicio determinar que lasumade lamedidadelosangul osexterioresdeun
poligono de n lados es 360°.
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Modulos 14y 15

Determine si cada una de | as siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

Dos rectas paral €l as determinana un plano.

Dos rectas perpendicul ares determinan un plano.

Por un punto de una recta puede trazarse cual quier nimero de rectas.
Por un punto exterior de unarecta se puede trazar cualquier nimero de rectas paralelas alarecta.
Desde un punto que no esté en una recta se puede trazar més de una recta perpendicular alarecta.
Los angulos alternos internos son congruentes.

Los angulos colaterales son congruentes.

L os angul os alternos externos entre paral elas son suplementarios.

Si dos angulos colateral es interiores son congruentes, la transversal es perpendicular alas paralelas.
Si dos rectas son perpendiculares a una tercera recta, entonces son perpendiculares entre si.

Si dos rectas son parale€las a una tercera recta, entonces son paral€elas entre si.

Los angulos alternos internos entre paral €l as son suplementarios.

Hay angulos correspondientes suplementarios.

Sifllm,n ] ¢,s 1 m, entonces njs.

Sealarecta XOX’. A partir de O y en un mismo semiplano setoman losrayos OA y OB o mismo quelas bisectrices
deloséngulos XOA, AOB y BOX’. Halle la medida de losangulossi labisectriz del angulo AOB es perpendicular

>

a X'OX y lashisectrices delos angulos externos forman un angulo cuya medida es 100°.

Enlafiguralsetiene:

n
) A/ / ,m  Hipotess.  £]lm

a=p
.l Tesis: n bisectriz de ABC

B C

Figura 1

Enlafigura2 setiene:

A B T
30°C Hipdtesis: BAA|| DE
m(B) = 3
C Q80° (A)
m(C) = 8P
:E D Tesis: m (6) =?

Figura 2
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5 Enlafigura3setiene:

Hipotesis: a)anﬁ)
m (PQR) = 140°
m(R) = T°

Tesis: m(S) =?

Figura 3

6. Enlafigura4 setiene:

n
Hipdtess:  AB=x=BC =CD = DA
AC NBD ={0}
A ) ¢ Tes KR
DC || AB; BC || AD
B
Figura 4
7. Enlafigurab setiene:
D ¢ Hipotesis: AB || DC
AD || BC
Tesis. BD=AC
BO=DO
A B OC =0A
Figura 5

Capitulo 4: Cuadrilateros



8 Enlafigura6 setiene:

A Ff L B Hipétesis. AB ||CD
. Q bisectriz de FED
H ., A
“ > FH bisectrizde EFL
C E/ D ' L
Tesis: EH 1L FH
Figura 6

9 Enlafigura7 setiene:
a Hipotess: AC=BC: DC=CE

C Tesis: DE || AB
b. Hipétesis: AC==BC; DE || AB
Tesis: CD=~CE
D E c. Hipétesis. AB=AC; DE| AB
Tesis: DE =DC
A B

Figura 7

10. Enlafigura8setiene:
Hipotesiss P-B -Q

P punto medio de EA
E Q punto medio de CD
o 0 SE-n0-00
‘ I/’ . Tesis: EA|CD; PQ L EA
PQ LCD
A

n

Figura 8

Demuestreel corolario 15.1.1.

Demuestreel corolario 15.1.2.

Demuestredl teorema15.1.4.
14.  Demuestred teoremal5.1.5.

15. Demuestre el teorema15.1.6.
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16.  Demuestre las siguientes proposiciones.

a. Las bisectrices de dos &ngulos de lados perpendiculares son perpendiculares o paralelas.

b. Labisectriz exterior del angulo del vértice de un tridngulo isosceles es paralelaalabase.
¢. Si labisectriz exterior de un angulo de un triangulo es paralelaal ladoopuesto al vértice, €l tridngulo esisosceles.
d. Las bisectrices de dos angul os de lados paral el os son perpendiculares o paralelas.

17.  ¢Cuanto mide cada angulo deun triangulo si e mayor mide tres veceslo que mide el menor y éste eslamitad
del tercer angulo?

18 L as bisectrices de dos angul os interiores de un tridngul o se cortan formando un angulo de 120°. ¢Cudl eslamedida
del tercer angulo del triangulo?

19.  Unodelosangulosdeuntrianguloisdscelesmidetresveceslo quemideel otro. ¢Cud eslamedidade cadauno de
los angulos?

20.  Silamedidade un angulo de untriangulo isdsceles es el doble de lamedidade otro angulo, ¢cudl eslamedidade
cada éngulo?

21, Enuntridngulo, undngulo exterior mide 110°y el mayor delosinteriores mide 70°. ¢Cuanto mide cadauno delosotros
angulos interiores?

2. Lamedida deun angulo deuntriangulo es cinco veces la medidade un segundo angulo, y lamedidadel angulo
exterior del tercer vérticees 100°. ¢Cuanto mide cadaangulo?

23 Lasmedidasdelosangulosde un tridngulo estan en larelacion 1: 2: 3. Encuentre la medida de cada angulo.
24.  Hallelas medidas de cadaangulo interior de un cuadrilatero si:

a. Los éngulosinternos estan representados por x — 10, x—20, x+ 20, 3x + 50.
b. Losangulosexternosestan enlarelacion 1: 2: 5: 7.

25 Loséangulosagudos de untriangulo rectangulo tienen las siguientes medidas: m (B) =24° m (C) = 66°. Halle las
medidas del angulo formado por laaturay lamedianatrazada desde A.

26.  Enuntriangulo rectanguloen A, m(B) = % m(A).
a. Halle las medidas de | os angul os determinados por la altura desde A.
b. Halle lamedida de | os angul os determinados sobre | a hipotenusa por lamedianay labisectriz desde A.

27.  Elangulodel vérticede un tridngulo isoscelesmide 82°. Setrazan lasbisectricesinterioresdelosangulosdelabase
y labisectriz exterior deuno de€llos. Hallelamedidadel angulo entrelas bisectricesinterioresy entre unabisectriz
interior y laexterior.

28 Identifique € triangulo cuyos angulos estan:

a. Representados por 2x + 10, 4x — 40, 3x — 15.

b. Representados por 2x + 18, 4x — 14, 5x.
c. Enlaproporcion 2: 4: 6.
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d. Asi: uno de ellos mide 30°y el mayor de los otros dos mide 10° mas que seis veces |amedida del mas pequefio.
Calcule € niimero de lados de un poligono regular si cada angulo interno mide:

a 60° b. 90° c. 120° d. 150° e. 160° f. 175°

Calcule € nimero de lados de un poligono regular si cada uno de sus angul os externos mide:

a 40° b. 60° c. 120° d. 150°

Halle la medida de cada angul o externo de un poligono regular de:

a. 6lados b. 12 lados c. 18lados d. 24 lados

Hallelamedidade cadaangulo interior de los poligonosdel gjercicio anterior.

Cudl es el nimero de lados de un poligono si la suma de las medidas de sus angulos internos es:
a 1.080° b. 1.260° c. 4.500°

Halle la sumade las medidas de los angul os interiores de un poligono de:

a. 11 lados b. 32 lados c. 24lados.

Determinelamedidade cadaangulo enlafigura9.

Figura 9

Enlafigura 10, el segmento més corto es:

252

Figura 10
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37.  Enlafigurall demuestreque 5+ 0 = o + 1. (Sugerencia: trace m).)

Figura 11

3B Enlafigural2:

Hipdtesis:. AABC con

CALCB
BM = BP
AP = AN

Tesis: m(NPM) = 45°

Figura 12

0.  Demuestre que una recta paralela a la base deun tridngulo isdscelesy que intersecaalos otroslados en puntos
diferentes, determina otro tridngul o isdscel es.

40.  Desded punto medio de uno de loslados de un tridngul o se trazan segmentos perpendicularesalos otroslados. Si
los segmentos perpendiculares son congruentes, demuestre que el triangulo es isdsceles.

41.  Demuestre que si en un tridngulo unabisectriz es mediana, €l triangul o es isosceles.

42.  Demuestre que s dosrectasparalelas son cortadas por una transversal, las bisectrices de dos angul os correspon-
dientes cualesquiera son paralelas.

43.  Enel AABC, labisectrizdel anguloAintersecaa BC enM, y lamediatrizde AM intersecaa AC en N. Demuestre
que MN || AB.

44, Ene AABC, m (B) = 58y m (C) = 70°. Hallelamedidadelos siguientes angulos:
a. El angulo formado por las bisectricesinteriores BD y CF.

b. El &ngulo de |as bisectrices exteriores AO'y OC.

c. El angulo formado por labisectriz BD y laaltura BH.
d. El angulo entre las alturas desde B y A.
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45, En un triangulo rectanguloen A, m(B) = 2m(C) y AH eslaalturarelativaa BC . Se da A —B —D tal que

BD=BH Yy setraza DH quecortaa AC enO. Demuestre que OC = OH = OA.
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Mﬁdulo@

Propiedades de cuadrilateros

Contenidos del modulo

16.1 Cuadril&erosen €l plano

A WN P

abbwNPE

En este médulo se estudian los diferentes cuadriléteros y las propiedades que
tienen, y seanalizan las condiciones minimas que debe cumplir un cuadril&tero para

Objetivos del médulo

. Identificar 1os elementosde un cuadrilétero.

. Clasificar los cuadriléteros segun los lados y los &ngul os.

. Demostrar a gunas propiedades de |os paralelogramos y 0s trapecios.

. Establecer las condiciones bajo las cuales un cuadrilétero es un paralelogramo.

Preguntas basicas

. ¢Quéesun cuadrilatero?

. ¢Coémo seclasifican los cuadril&eros?
. ¢Qué propiedadestienen los paral elogramos?

. ¢Cuando un cuadrilatero es un paralelogramo?
. ¢Qué propiedades tiene un trapecio isdsceles?

Introduccion

ser paralelogramo.

Bernhard Riemann

(1826-1866). Matematico alemédn nacido
en Breselenz.

Vea el mdédulo 16
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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16.1 Cuadrilateros en el plano

Definicion 16.1.1

Un cuadrilatero es un poligono (convexo) de cuatro lados.

Enlafigural6.1A, B, Cy D sonlosvértices, AB, BC, CD y DA son loslados,

AB,C y D son los angulos interiores del cuadrildteroy DB y AC son las
diagonales.
C

Figura 16.1

El perimetro del cuadrilétero, denotado 2p, eslasumadelasmedidasdeloslados, es
decir: 2p=AB+ BC + CD + DA.

L os cuadril ateros reciben diferentes nombres de acuerdo con algunas propiedades
de sus lados o angulos.

Un cuadrilatero que tiene por lo menos un par de lados paralelos se llamatrapecio
(figural6.2a).

Un cuadrilatero que tiene un par de lados paralelos y uno de los otros lados es
perpendicular aloslados paralelos sellamatrapecio rectangulo (figura16.2b).

Un cuadrilétero que tiene un par de lados paralelosy los otros dos lados congruen-
tessellamatrapecio isosceles (figura16.2c).

ME--
D . c
= >
A DCIIAB
@ AD LD
ADLAB
1 >
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Figura 16.2

En todo trapecio los lados paralelos se llaman bases del trapecio; los angulos
cuyos vértices coinciden con los vértices de las bases se [laman angulos de las
bases. El segmento que une los puntos medios de |os lados no paralelos se llama
base media o mediana del trapecio. El segmento MN enlafigura16.2a eslamedia-
na o base media.

Un cuadrilatero que tiene dos pares de lados paralelos se [lama paralelogramo
(figural6.3a).

Un cuadrilatero que tiene dos pares de lados opuestos paralelos y sus angulos
interiores congruentes sellama rectangulo (figura 16.3b).

D . c D - C
DC//AB
A Fa Fay Fal
A A=B=C=D A
AD // BC
A g B A g B

@

Figura 16.3
Un cuadril&tero que tiene sus lados congruentes sellamarombo (figura16.4a).

Un cuadrildtero que tiene sus angulos congruentes y sus lados congruentes se
|lamacuadrado (figura16.4b).

r

Figura 16.4

Bernhard Riemann

Riemann elabord un sistema de geometria
que contribuy6 a desarrollar la fisica tedrica
moderna. La importancia de su geometria
radica en el uso y la extension de la
geometria euclidiana y de la geometria de
superficies, que lleva a muchas otras
geometrias diferenciales generalizadas. Lo
mas importante de estos trabajos fue que
hicieron posible elaborar una aplicacion
geométrica para algunas grandes
abstracciones del andlisis de tensores, que
condujeron a algunos de los conceptos
que mas tarde utilizd Albert Einstein en su
teoria de la relatividad. La geometria de
Riemann también se necesita para abordar
la electricidad y el magnetismo en la teoria
de la relatividad general. Clarificé el concepto
de integral, al definir lo que actualmente se
conoce como /ntegral de Riemann. Su
aportacion mas conocida fue su geometria
no euclidiana, que expuso en forma
detallada en su célebre obra Sobre las
hipétesis que sirven de fundamento a la
geometria. Esta geometria se sigue si se
considera la superficie de una esfera y se
restringen las figuras a esa superficie.
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Teorema 16.1.1

L os segmentos de paral elas comprendidos entre paralelas son congruentes (figura
16.5).

A/ /‘ﬂ Hipdtesis: ttransversdl a ¢ ymenBy A

< L > M ntransversala ¢ ymenCy D

/ / tiin, mj¢

B N4 C . -
+ / / s ¢ Tesis: AB=DC; AD=z=BC

I3 n
Figura 16.5

Demostracion

Delahipétesis se concluye que AB || DC y AD || BC. ¢Por qué?
Trazamosladiagonal AC .

DAC = ACB por ser angulos alternos internos entre paralelas (AD IBC)Y
BAC = ACD por ser angulos alternos internos entre paralelas (AB || CD ). En-

tonces AACD = ACAB por A-L-A, locual implicaque AD = BC y CD = AB por
ser lados correspondientes en triangulos congruentes.

Corolario16.1.1
Dos rectas paralelas equidistan en todos sus puntos.

Corolario 16.1.2 (reciprocodel corolario 16.1.1)
Si dos rectas equidistan en todos sus puntos, son paraelas.

Teorema 16.1.2

En todo paralelogramo una cualquiera de las diagonales determina dos triangul os
congruentes (figura 16.6).

A D
Hipotesis: ABCD esparalelogramo
AC diagonal
Tess  AABC = ACDA
B c

Figura 16.6

Demostracion
DC || AB y AD || BC, por ladefinicion del paralelogramo ABCD.
D AC = BCA por ser angul os alternosinternos entre paralelos ( AD || BC ). Por la

misma razén BAC = DCA Y los dos triangulos tienen a AC comn. Luego
AABC = ACDA porA-L-A.
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Teorema 16.1.3

Todo paralelogramo tiene los lados opuestos congruentes.

En efecto, de la congruencia de tridngulos del teorema 16.1.2 se concluye que
DC=AB y AD=BC.

Teorema 16.1.4

En todo paralelogramo los lados opuestos son paralelos y congruentes.

En efecto, deladefinicién de paralelogramo loslados opuestos son paralel os, y del
teorema 16.1.2 son congruentes.

Teorema 16.1.5

Todo paralelogramo tiene los angulos opuestos congruentes.
En efecto, delacongruenciadelostriangulosdel teorema16.1.2 setieneque D= B,

y por la adicién de los angulos DCA=CAB y BCA= DAC se obtiene

DAB = DCB.
Teorema 16.1.6
En todo paralelogramo las diagonales se intersecan en sus puntos medios (figura
16.7).
D . :
Hipdtesis: ABCD esparalelogramo
0 AC , BD diagonales
AC NBD ={0}
Tesis: AO=0C ; BO=0D
A
Figura 16.7
Demostracion

Por la definicion de paralelogramo AB || DC y este paralelismo implica que
DCA=BAC Y CDB = DBA (¢por qué?), y seglin el teorema 16.1.3 se tiene que
DC = AB . Por tanto, ADOC = ABOA por A-L-A (¢cudles?) y concluimosde esta
congruenciaque AO =OCy BO=OD.

L os teoremas anteriores se refieren a las propiedades de los elementos en un

paralelogramo. Veamos ahoralas condiciones minimas (suficientes) que debe cum-
plir un cuadril&tero paraser un paral el ogramo.

Teorema 16.1.7 (reciproco del teorema 16.1.3)

Si los lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes, el cuadrildtero es un
paralelogramo (figura16.8).
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C  Hipotesis. ABCD cuadrilatero

DC = AB
AD = BC
esis: ABCD esun paralelogramo

Figura 16.8

Demostracion

Trazamosladiagona BD . Como DC = AB, AD = BC (hipdtesis)y DB escomdn,
entonces ADCB = ABAD por L-L-L; de esta congruencia concluimos que

CDB=ABDY CBD = ADB .

L os angulos anteriores no solo son congruentes, sino también alternosinternos, lo

cual implicaque DC || AB'y BC || AD , seglin el teorema15.1.1.

Podemos entonces concluir que ABCD es un paralelogramo por tener sus lados
opuestos paralelos (definicion).

Teorema 16.1.8 (reciproco del teorema 16.1.5)

Si los angulos opuestos de un cuadrilatero son congruentes, el cuadrildtero es un
paralelogramo (figura16.9).

Hipdtesis. ABCD cuadrilatero

A=C
D=B
esis: ABCD esun paralelogramo

Figura 16.9

Demostracion
Lasumadelas medidas delos angulosinteriores de un cuadrilatero es 360°. Enton-

ces: m(A)+m(I§)+m(é)+m(l§): 360°.
Como A=Cy D =B, entonces m( ) (é)y ([3): m(é),ysireemplaza—

mMos en la ecuacion anterior obtenemos: 2m(A) + 2m( Iﬁ) =360°.

Simplificando: m(A)er(f))z 180°. Luego A y D son anguloscolateralesin-
terioressuplementariosy DC || AB , segiinel corolario 15.1.1.

Si al hacer las sustituciones correspondientes en la primera ecuacion obtenemos

m(A)+m( ) 180°, entonces por ser A y B colaterales interiores suplementa-
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rios AD || BC, segUnel corolario 15.1.1.

Como DC || AB y AD || BC, tenemos que ABCD es un paralelogramo (defini-
cion).

Teorema 16.1.9 (reciproco del teorema 16.1.6)

Si en un cuadrilétero las diagonales se intersecan en sus puntos medios, entonces
¢l cuadrilétero esun paralelogramo. Lademostracion sedejacomo gjercicio.

Teorema 16.1.10

Si un cuadrilétero tiene un par de lados opuestos paralelosy congruentes, entonces
esun paralelogramo (figura16.10).

D C
. ! i Hipétesis:  cuadril&ero ABCD
DC | AB
Ny DC = AB
>—H = Tesis: ABCD esun paralelogramo
A B
Figura 16.10
Demostracion

Trazamosladiagonal DB .

DC || AB y DC = AB, delahipétesis.

CDB = ABD por ser angulos alternos internos entre paralelas. Luego
ACDB = AABD por L-A-L, y por angulos correspondientes en triangulos con-
gruentes ADB =CBD, locud implicarfaque AD || BC (teorema15.1.1) y conclui-

mos entonces que ABCD es un paralelogramo por tenera DC || AB y AD || BC.

Teorema 16.1.11

L os angulos de un paralelogramo cuyos vértices son | os vértices consecutivos del
paral el ogramo son suplementarios. Lademostracidn se dejacomo gercicio.

Teorema 16.1.12

L as diagonales de un rectangul o son congruentes (figura 16.11).

D ¢ Hipdtesis: ABCD recténgulo
AC y BD diagonales
Tesis: AC =BD

Figura 16.11
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Demostracion
AD =BCy DAB=CBA por ser ABCD rectangulo.
ADAB = ACBA por C-C, luego AC = BD.

Teorema 16.1.13

Si las diagonales de un paralelogramo son congruentes, €l paralelogramo es un
rectangulo. Lademostracién se dejacomo gjercicio.

Teorema 16.1.14

L asdiagonal es de un rombo son perpendiculares entre si y bisectrices delos angu-
los correspondientes (figura16.12).

D Hipdtesis: rombo ABCD
ACy BD diagonalesque seintersecan
enO

0 Tess  AC 1BD
A C . ) " oa

AC bisectrizde Ay C
BD bisectrizde D y B

B

Figura 16.12
Demostracion

'AD = DC = CB = BA porgue ABCD es un rombo.

AADC = AABC por L-L-L, luego DAC = BAC y DCA = BCA por ser angulos
correspondientes en triangul os congruentes. Por tanto, AC eshisectrizde A y C.
Enformasimilar se demuestraque BD eshisectrizde D y B.

ComoD-0-B y A-0O-C (hipétesis) y las hisectrices a la base de triangulos

isdsceles son alturas, entonces AC 1L BD.

Teorema 16.1.15

Las diagonales de un cuadrado son congruentes, se bisecan, son perpendiculares
y bisectrices. Lademostracion se dejacomo gercicio.

Teorema 16.1.16

En todo trapecio isosceles |os angulos que tienen por vértices |os extremos de las
bases correspondientes son congruentes. L as diagonal es son congruentes. El punto
deinterseccién de las prolongaciones de los lados no paral €l os, | os puntos medios
de las bases y € punto de interseccion de las diagonales son puntos colineales
(figura16.13).
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P HipoGtesis:  trapecio ABCD

: AB||DC, AD=CB
ADNBC = {P}
ACABD = {O}.
Diagonales

M: punto medio de DC
N: punto medio de AB

Tesis: DAB = CBA
Figura 16.13 ADC = DCB
AC =BD
P, M, O, N colineales
Demostracion
Se espera que €l lector complete |a demostracion de acuerdo con las siguientes
sugerencias:

1. Tracelasalturasdel trapecio desde D y C y demuestre que ellas son congruentes.

2. Los puntos P, M, O, N son colineales si y sblo si tienen la misma propiedad.
Demuestre que ell os pertenecen alamediatrizde AB (equidistandeAy B).

Ejemplo16.1.1

Demuestre que las bisectrices de los &ngulos opuestos de un paralelogramo son
paralelas(figural6.14).

P Hipétesis: paralelogramo ABCD
_ E,/’f C N ~
p } AE bisectrizde A
/ P

ey CF bisectrizde C

e e

~
_F B Tesis: AE || CF
Figura 16.14
Demostracion

Por ser ABCD un paralelogramo podemosafirmar que DC || AB y A = C (¢por qué?).
Ai = Az = (33 = (34 por ser AE y CF bisectrices de angulos congruentes (A= C ).

E. = A, por ser angulos aternos internos entre paralelas (DCE || AB ), y por

transitividad, entonces E, =C,. Luego AE || CF por e teorema15.1.2.
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Ejemplo16.1.2

Enlafigural6.15:

Hipotesis: paralelogramo ABCD

DE =BH
. AF =CI
N Tesis: EFHI esun paralelogramo
F
Figura 16.15
Demostracion

Como DC = AB, AD=BC (ABCD es un paralelogramo), y de la hipotesis
DE=BH y AF =Cl, entonces AE=CH y DI =~ FB (sustraccion de segmen-
tos). Ademés D=B y A=C (¢por qué?)

Delo anterior tenemosque AEDI = AHBF y AEAF = AHCI por L-A-L. Por tanto,
El=FH y EF = HI , luego EFHI esun paralelogramo (teorema16.1.7).

Ejemplo16.1.3

Desde un punto cualquiera de la base de un triangul o isdscel es se trazan segmen-
tos perpendiculares a los lados congruentes. Demuestre que la suma de las medi-
das de estos segmentos es una constante (laalturaes una constante) (figura16.16).

A Hipétesis. ~ AABC isOsceles
AB = AC
PeBC
PM L AC. PN L AB
Tesis: PN +PM =cte

Figura 16.16

Demostracion

Trazamos BH L AC (BH altura)y PQ L BH .

QH = PM por ser QHMP un rectangulo.

ABP = ACP = QPB (¢por qué?)

AQPB = ANBP por H-A. Luego BQ = PN y BH=BQ+QH=PN+PM=h=cte.
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Modulo 16: Propiedades de cuadrilateros
Ejemplo16.1.4

L os&ngul os opuestos de un paral elogramo tienen por medida (x + 40)°y (3x — 20)°.
Hallelamedida (en grados) de cada uno de los angulos del paralelogramo.

Solucion

Los angulos opuestos de un paralelogramo son congruentes. Por tanto
X + 40P = 3x — 20° = 60° = 2x .. X = 30°. Entonces cada uno de estos an-

gulosopuestos mide 70°. Cadauno delos otros dos angulos mide (360° - 140°)/2 =
110° (¢por qué?).

Ejemplo16.1.5

Lasdiagonales DB y AC deun paralelogramo secortanenO. Si OA=15,0C =x
+2y,0B=x,0D =3y -5, ¢cuanto mide cadadiagonal?

Solucion

OA—OC:15:X+2y:>y
X

4
7
OB =0D =x =3y -5

Luego: AC =15+ x + 2y = AC = 30
DB=x+3y-5=DB =14
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@rcicios

Modulo 16

1 Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

Todo cuadrilatero equilétero es un cuadrado.
Todo cuadrilatero equiléatero es un rombo.

Un cuadrilatero equidngulo es un cuadrado.

Un recténgulo es un cuadril&tero equiangulo.

Un rombo es un trapecio equiléatero.

Todo paral el ogramo equidngulo es un cuadrado.

Todo rombo equiangulo es un cuadrado.
Todo rectangulo equilétero es un rombo.

Un cuadriléatero que tenga dos lados paralelos y |0s otros dos congruentes es un paralel ogramo.
Si unadiagonal de un cuadriléatero determina dos tridngul os congruentes, el cuadril&tero es un paral el ogramo.
Un cuadrilatero que tenga tres dngul os rectos es un paral elogramo.

Las diagonales de un cuadrado son mediatrices entre si.

L as diagonales de un paralelogramo son congruentes.
Si un paraelogramo tiene un angul o recto, los demés son rectos.

Las diagonales de un cuadriltero se cortan en sus puntos medios.

Los lados no paralelos de un trapecio isoscel es forman angul os congruentes con |as bases.
Si un cuadrilétero tiene dos angulos congruentes es un trapecio.

L as diagonales de un rectangul o son bisectrices.

L as bisectrices de dos angulos “adyacentes’ de un rectdngulo son perpendiculares.

L as bisectrices de dos éngulos “ adyacentes’ de un rombo son perpendicul ares.

L as bisectrices de dos angulos “ adyacentes’ de un paralelogramo son perpendicul ares.

L as hisectrices de dos angul os adyacentes’ de un cuadrado forman tridngulos isosceles.

2 Halle las medidas de cada uno de los &ngul os de un paralelogramo ABCD si:
a Lamedidade uno deellos es40°.
b. m(A) =2n(|.3>).
¢. Dos angulos adyacentes miden x + 30°y 2x — 50°.
3 Hallelamedidade cadauno delos angulos de un trapecio ABCD con AB ||CD Si:

a m(A): x+10, m(é):80°, m(é): Y, m(lﬁ):2x—5.

=)

AD = BC, m(A):Sx, m(é):2x+30, m(é): y.

AD = BC, m(A): Y, m(é):ZX, m(é):3x.

o

o

AD =BC, m(A) = 4x—25, m(B) = 2x+15, m(D) = 2y.

Capitulo 4: Cuadrilateros




4, ABCD esunrombo. Halex,y si:
a m(é) =60°, BC =30, BD =y, CD =3x-12.

b. m(CéD)=3x+1o,m(A@D)=5x—2o,m(A)=y.
c. AD=7x, AB=3x+10, BC=y.

5 ABCDE es un pentagono regular. Setrazan las diagonales AC, AD y EC. Hallelamedidadelos siguientes
angulos:

a. ABC, AED, ECA y CAD.
b. El queseformaentre AD y EC .

Resuelvalos siguientes gjercicios (6 a 13) de acuerdo con lafiguraadjunta.

6. Enlafigural: D P c
Hipdtesiss  ABCD paraelogramo
M punto medio de AB
P punto medio de DC
. Tesis: APCM esun paralelogramo
A M B
Figura 1

7. Enlafigura2:

Hipdtesiss  ABCD paralelogramo
AM bisectrizde A

CN bisectrizde C
Tesis: AMCN esun paralelogramo

Figura 2

8 Enlafigura3:

Hipdtesiss  ABCD paraelogramo
AC diagonal

0 N punto medio de DC

M punto medio de AB

A M B NP L AC, MQ L AC
Tesis: QMPN esun paralelogramo

Figura 3

Ejercicios del modulo 16




9 Enlafigura4:

D 0 c Hipotesis:

Tesis:

Figura 4

10.  Enlafigurab:

D P C
Hipotesis:
0 Tesis:
N
A M B
Figura 5
11 Enlafigura6:
D
Hipotesis:
M . N . C
Tesis:
A B
Figura 6
12, Enlafigura7:
D 0 C
] had |
Hipdtesis:
Me o P
Tesis:
1 Py In
A N B
Figura 7

Capitulo 4: Cuadrilateros

ABCD paralelogramo

M punto medio de AD

P punto medio de CB

MN L AD, PQ L BC
MNPQ esun paralelogramo

paralelogramo ABCD
AM=BN=CP=DQ
MNPQ esun paralelogramo

AABD con M punto medio de AD
N punto medio de DB, M—N —C,

MN = NC
ABCM esun paralelogramo

rectangulo ABCD

M, N, P, Q son los puntos medios
de AD, AB, BC, CD

MNPQ esunrombo




13 Enlafigura8:

D (] C
M
Hipétesis:  ABCD es un cuadrado
AN=BP=CQ=DM
Tesis: MNPQ es un cuadrado
P
A N B
Figura 8
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Médulo@

Rectas y puntos notables

Contenidos del modulo

17.1 Puntos y segmentos notables en el triangulo
17.2 Transversales arectas paralelas

Objetivos del médulo

1. Determinar las propiedadesdelaparalelamedia.

2. Establecer larelacion entrelamedianay lahipotenusa.

3. Demostrar quelas alturas, las medianas, |as bisectricesy las
mediatrices de un tridngul o se cortan en puntos especial es
(ortocentro, baricentro, incentro, circuncentro).

4. Analizar € teoremafundamental del paralelismo.

Preguntas basicas

1. (Quéeslaparaelamediade untridnguloy qué propiedad tiene?
2. ¢Qué eslabase media de un trapecio y qué propiedad tiene?

3. ¢En qué consiste el teorema mediana-hipotenusa?

4. (Quérelacion establece e teorema 30°-60°-90°?

5.¢ Qué es el baricentro de un tridngulo y qué propiedad tiene?

6. ¢Qué es el incentro de un triangulo y qué propiedad tiene?

7. ¢Quéesel circuncentro de un tridngulo y qué propiedad tiene?
8. ¢Qué es el ortocentro de un triangul 0?

9. ¢Enqué consiste el teoremafundamental del paralelismo?

10. ¢Quéeslarectade Euler?

Introduccion

Se estudian en este médulo unos segmentos (notables) en el triangulo que tienen
una propiedad especial y cuya interseccion determina puntos especiales, como
son: baricentro, incentro, circuncentro y ortocentro. Se terminacon el estudio del
teorema fundamental del paralelismo y las propiedades de la base media de un

trapecio.

Leonhard Euler

(1707-1783). Matematico suizo nacido en
Basilea y muerto en San Petersburgo (antes
Petrogrado y luego Leningrado, en Rusia).

Vea el modulo 17
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 4: Cuadrilateros
17.1 Puntos y segmentos notables en el triangulo

En los triangulos hay segmentos y puntos |lamados notables que tienen unas
caracteristicas especial es. Veamos:

Teorema 17.1.1

Si unarectaintersecaun lado de un triangulo en su punto medio y es paralelaauno
deloslados, entoncesintersecaal tercer lado en su punto medio (figura17.1).

C Hipétess.  AABC

¢ NCA = {D}

€ b E_ ¢ ~CB = {E}
;" D punto medio de CA
Tesis: E punto medio de CB

4 P B
Figura 17.1
Demostracion

Trazamos EP || AC,y como DE || AB , entoncesAPED esun paralel ogramo. Por
tanto EP= AD=DC y PEB =~ ACB, EPB = A= CDE.

AEPB = ACDE por A-L-A, locual implicaque CE = EB, luego E espunto medio
de CB.

Teorema 17.1.2: De la paralela media

En todo tridngul o el segmento que une los puntos medios de dos lados es paralel o
al tercer ladoy sumedidaeslamitad delamedidadel tercer lado (figural7.2).

Hipdtesis. AABC con M punto medio de
AC
N punto medio de BC
Tesis: MN || AB
MN =AB/2

Figura 17.2

Demostracion
Prolongamos MN hastaP tal que MN = NP y unimos P con B.
ACNM = ABNP por L-A-L (CN=NB, CNM = BNP, MN = NP).
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De esta congruencia se deduce que PB = CM = MA y PBN =C, lo cua implica
(por el teorema15.1.1) que BP || AC || AM ; ABPM esentonces un paralelogramo
(AM =BP Y AB = MP )Y suslados opuestos son paralelos, 0 seaque MP || AB
y tendrfamos MN || AB .

Como ABPM esun paral el ogramo, entoncesAB = MP = MN + NP = 2MN, de donde
MN = (AB)/2.

Nota: MN sellama paralela media (el segmento que une los puntos medios de
dos lados de un triangul o).

Teorema 17.1.3: Mediana-Hipotenusa

El punto medio de la hipotenusa de un tridngul o rectangulo esta aigual distancia
(equidista) delosvérticesdel triangulo (figural7.3).

C
Hipétesis. AABC rectangulo en A
M punto medio de BC
A g Tesis MC =MB=MA

Figura 17.3
Demostracion
Trazamospor M, MN || AC .
MN L AB (¢por qué?), y AN = NB segln e teorema 17.1.1. Ahora bien, el
AMNA =~ AMNB por C-C, luego AM = W,y como M es un punto medio de CB
concluimos que AM = MB = MC .

El teorema anterior también se suele enunciar como: “La mediana relativa ala
hipotenusa tiene por medidalamitad de lamedida de la hipotenusa’ .

Corolario17.1.1
Lamedianarelativa ala hipotenusa determina dos triangul os i soscel es.

Teorema 17.1.4 (reciproco del teorema 17.1.3)

Si en un triangulo el punto medio de un lado equidistade los vértices, €l tridngulo
esrectangulo. Lademostracion se dejacomo gercicio.

Teorema 17.1.5: 30°- 60° - 90°

Si untriangul o rectangul o tiene un angulo de medida 30°, entonces el cateto opues-
to a este angulo tiene una medida igual ala mitad de la medida de |a hipotenusa
(figural7.4).

Modulo 17: Rectas y puntos notables

Leonhard Euler

Euler refind los métodos y las formas del
célculo integral y ayudo a desarrollar la teoria
de las funciones trigonométricas vy
logaritmicas. En el campo de la geometria
desarrolld conceptos basicos como los del
ortocentro, el circuncentro y el baricentro
de un triangulo, y revoluciond la forma de
abordar el estudio de las funciones
trigonométricas al adoptar razones
numéricas y relacionarlas con los ndmeros
complejos mediante la denominada
«identidad de Euler». En el campo del dlgebra
también consigui6 importantes resultados,
como el de la reduccion de una ecuacion
clbica a una bicuadrada y el de la
determinacion de la constante que lleva su
nombre. Aunque su principal formacion
académica era la de matemdtico, hizo
aportes destacados a la astronomia, la
mecanica, la 6ptica y la acustica. Es el
matematico mas prolifico de la historia, con
una obra cientifica compuesta por méas de
ochocientos tratados.
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Hipotesis: AABC con A recto, m(é):?;oo
Tesis: AC=CB/2

Figura 17.4

Demostracion
Como m(A) >30°, construimos MAB = B con M eCB .
Si m(é) = 30°= m(MAB) , entonces m(é) =60°= m(CM) por ser comple-

mento de 30°y m(CﬁA) =60°. Luego ACAM esequildteroy CA=CM =AM =

MB—ECB
=5CB.

Teorema 17.1.6 (reciproco del teorema 17.1.5)

Si un cateto mide lamitad delamedidadelahipotenusaen untriangul o rectangulo,
entonces el angulo opuesto al cateto mide 30°.

La demostracion se deja como gjercicio. Puede considerar €l punto medio de la
hipotenusa o bien construir en €l angulo recto un angulo congruente con un angu-
lo agudo del triangulo rectangulo.

Teorema 17.1.7: De las medianas

Las medianas de un triangul o se intersecan en un punto (baricentro) situado sobre
cadamedianaalos2/3 del vértice (figural7.5).

Hipdtesis:. AABC con
BD,CE y AF medianas

Tesis  Gestaen AF,BD y CE

2
GB=7 BD,GC=2/3CE

Figura 17.5 3
GA= 2 AF
~ 3
Demostracion

Sea G @ punto de interseccion de las medianas BD y CE; ademés M y N los
puntos medios de CG y BG. Entonces ED y MN son paralelas medias en el
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AABC Yy ABGC, respectivamente, luego ED| BC yED :% BC :

. 1
MN[|BC y MN =7 BC.
Por transitividad ED || MN y ED = MN, entonces EMND es un paralelogramo y

1
sus diagonal es se cortan en sus puntos medios; por tanto: GD = GN =NB = 3 BD

1 2 2
yEG:GM:MC:§EC. Luego BG = 3 BD yCG:§ CE.
Sea ahora G™ e punto de interseccion de AF y BD, ademés P y M los puntos

mediosde AF y BD . Enformasimilar alaanterior sedemostrariaque PDFM esun

1 1
paralelogramoyportantoFG’:G’P:PA:éAF y DG’:G’M:MBngD.

2 2 2
Luego AG’ = §AF y BG'= EBD’ entonces BG’ = §BD = BG, y por tanto G’

coincidecon Gy lastres medianas se cortan en G.

Teorema 17.1.8: De las mediatrices

Lasmediatricesdelosladosde un triangul o seintersecan en un punto (circuncentro)
equidistante delos vérticesdel triangulo (figura 17.6).

Hiptesis: AABC con MO mediatriz
de AC
PO mediatriz de CB
NO L AB

Tesis: N espunto mediode AB
AO=BO=CO

Figura 17.6

Demostracion

Al decir enlahipétesisque NO L AB y enlatesisqueN espunto medio, entonces
se puede concluir que NO es mediatriz de AB y esté pasando por O, punto de
interseccion de las otras dos mediatrices.

ACMO = AAMO por C-C (OM L AC y M punto medio), luego OA = OC . (1)
ACPO =~ ABPO por C-C (@ 1 ﬁy P punto medio), luego OB = OC . 2
Por transitividad de (1) y (2) OA ~ OB, Y como ON L AB , entonces ON esmedia-
nay N es punto medio de AB , por tanto NO esmediatrizde AB y pasapor O.
De(1)y (2) tenemos. OA = OB = OC .

Modulo 17: Rectas y puntos notables
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Teorema 17.1.9: De las hisectrices

L as bisectrices de los angulos interiores de un tridngulo se intersecan en un punto
(incentro) equidistante delosladosdel triangulo (figura17.7).
HipGtesis: AABC

Al bisectriz de A

BI bisectriz de B

IE L AB, IF LBC,

ID1LAC

Tess:  [ExIF=zI

Figura 17.7

Cl bisectrizde C
Demostracion

AAEI = AADI por H-A, dedonde ID= IE .

ABEI = ABFI por H-A, dedonde IE = IF .

Por transitividad: ID= IE = IF .

ACFI = ACDI por H-C, dedonde DCI = FCI y Cl eshisectrizde C.

El siguiente teorema no esta relacionado con puntos y segmentos en el tridngulo,
pero nos servira parademostrar el de las alturas.

Teorema 17.1.10

Si por cadaveértice de un triangulo se traza una paralelaal lado opuesto, se obtiene
un nuevo tridngulo en el cual los puntos medios de sus lados son los vértices del
triangulo original (figura17.8).

Hipdtesiss AABC
MAN || BC, NBP || AC,
MCP || AB

Tesis: CM =CP, BP= BN, AM = AN

Figura 17.8
Demostracion

ACPB y ACBN son paralelogramos, por consiguiente AC =~BP y AC = BN ; por
transitividad se obtiene que BP = BN . o)
ABCM y ACBN son paralelogramos, por consiguiente AM = CB y CB = AN ; por
transitividad se obtiene que AM = AN . @
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ABCM y ACPM son paralel ogramaos, por consiguiente AB=CM y AB=CP; por
transitividad se obtiene que CM =CP. ©)

De(1), (2) y (3) quedademostrado el teorema.

Nota: podemos observar que los tridngulos ABC, AMC, BPC y BNA son con-
gruentes entre si.

Teorema 17.1.11: De las alturas

Las alturas de un tridngulo se intersecan en un punto (ortocentro) (figura 17.9).

Hipdtesis: AABC
AF 1BC
BD L AC
CE L AB
Tesis: Oescomina AF, BD y CE.

Figura 17.9

Demostracion
Por los vérticesdel AABC setrazan paralelas alos lados opuestos

( PAM || BC, PBN || AC, MCN || AB) . Seginel teorema17.1.10,A, By C sonlos
puntos medios del APNM resultante.

Como AF L BC y BC || PAM, y seglin el teorema 17.1.10, entonces laaltura AF
es mediatriz de PM ; con un razonamiento similar podemos afirmar que BD y

CE sonmediatricesde PN y MN, respectivamente, y las mediatrices de un trian-

gulo se cortan en un punto (teorema 17.1.8). Ese punto es el punto de interseccion
delasalturas.

Ejemplo17.1.1

Si untriangul o tiene dos medianas congruentes, €l tridngul o esisosceles (figura17.10).

C Hipbtesis: AABC
CD, AE medianas
. CD=AE
G baricentro
G Tesis: AABC isosceles
A D B
Figura 17.10

Modulo 17: Rectas y puntos notables
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Demostracion

Si G es el baricentro se tiene que CG :% CD yAG :% AE (teoremal17.1.7),y
como AE = CD entonces CG = AG y ACG = CAG.

ACAD = AACE por L-A-L (CD = AE, ACG = CAG , CA com(n). De esta con-
gruenciasetieneque ACE = C AB y en consecuencia CB = AB. Por tanto AABC

es isbsceles.

Ejemplo17.1.2

En untridngulo rectangulo lamedianarel ativaalahipotenusaesde medidaigual a
segmento que une los puntos medios de los catetos (figura 17.11).

C
Hipdtesis: AABC con A recto

AM mediana
N M N punto medio de AC

P punto medio de AB
Tesiss AM=NP

A P B

Figura 17.11
Demostracion

1 _
PN :ECB porque PN esparalelamedia(teoremal7.1.2).

1
AM = > CB por teorema mediana-hipotenusa, luego AM = PN por transitividad.

Ejemplo17.1.3

Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero son los vértices de un
paraelogramo (figural7.12).

C

Hipotesis: cuadrilatero ABCD
M punto medio de AD
N punto medio de AB
P punto medio de cB
Q punto medio de DC

A N B Tesis MNPQ es un paralelogramo
Figura 17.12

Demostracion
Trazamosladiagona BD .

- 1 _
MN || BD y MN = 2 BD. MN paraelamedia.
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PQIBD yPQ= %BD. PQ paraldlamedia

Por transitividad se tiene que MN || PQ Y MN = PQ . Luego MNPQ es un
paralelogramo (teorema16.1.10).

Ejemplo17.1.4: LarectadeEuler

En todo tridngulo, el ortocentro H, el centroide G y el circuncentro O estén alinea
dos, y ademasHG =2GO (figural7.13).

Hipdtesis: AABC con
H: ortocentro
G: baricentro
O: circuncentro

Tesis: H-G-0-colinedes
HG=2GO

Figura 17.13

Demostracion
Sean 1, J puntos medios de AH y CH, respectivamente. Entonces JI es paralela

mediaenel ACHA y ademasMN esparalelamediaene AABC (CN y AM son

medianas), luego 31 || AC, JI :% AC y MN || AC, MN :% AC: por transitividad,

MN[[1J Y MN=1J.

Ahora bien: AD LBC y MP LBC, luego AD||MP. Ademés CE L AB y
NQ L AB, luego CE || NQ.

Por tener |os lados paralelos, JID = NMP y EJI = QNM ; estos angulos con-

gruentesy Jl = Wimplicanque AJIH = ANMO Yy enconsecuencia HJ =ON (1).

Sea L € punto medio de GC y K el punto medio de HG, entonces LK es paraela

1
media en el ACHG y por tanto LK = ECH = HJ = ON (2) y ademas

LK ||CH||CE ||QN ||ON ; tenemosasi queLK=0ON y LK ||ON ,luego LKNO
es un paralelogramo (teorema 16.1.10) en el cua G es el punto medio (teorema
16.1.6)de LN y KO

Como K es punto medio de HG y G es punto medio de KO,0seaH-K-G y K-
G -0, concluimosqueH — G — O son colinealesy ademasHG = 2GO.

Lademostracion anterior estabasadaen lademostracién hechapor el célebre mate-
maético suizo Leonhard Euler (1707-1783). Larectaquepasapor H, Gy O seconoce
con el nombrede“rectade Euler”.

Modulo 17: Rectas y puntos notables
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17.2 Transversales a rectas paralelas

Cuando varias rectas paralelas son cortadas o intersecadas por otras rectas, se
presentan segmentos con propiedades especiales.

Teorema 17.2.1 Teorema fundamental del paralelismo

Si tres 0 mas rectas paralelas determinan segmentos congruentes en una transver-
sal, entonces determinan segmentos congruentes en cualquier otra transversal (fi-
gural7.14).

f t
/ \ Hipdtesis: t, t, transversales a
n A b | /lm|In enC,B,AyF,E,D,
respectivamente
m__5 L/ \E AB=BC

2 C/ \F . Tess DE=FEF
[T
i

Figura 17.14

Demostracion

Por Dy E trazamos DLM y EN paralelasart,.
ABLD y BCNE son paralelogramos (los lados opuestos son paralelos), luego

AB=DL Y BC = EN por ser lados opuestos de paralelogramos.

NEF = LDE por ser &ngulos correspondientes entre paralelas (EN || DM [[t, ), ¥
por lamismarazén ENF = BCN = ABE = DLE.

S AB=DL, BC=ENy AB=BC, entonces DL=EN y ADLE = AENF por
A-L-A (NEF =LDE, DL = EN, ENF =DLE), de lo cual se concluye que
DE =EF.

Nota: el teorema anterior es independiente de las posiciones relativas entre las
transversales.

Teorema 17.2.2: De la hase 0 mediana

En todo trapecio el segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos
(mediana) es paralelo ala base y su medida es la semisuma de las medidas de las

bases (figura17.15).

206Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



- 1 Hipétesis:  trapecio ABCD

AB| DC

N punto medio de AD
M punto medio de BC

Tesis: MN || AB||DC
MN = AB;DC

Figura 17.15

Demostracion

Trazamos DM y lo prolongamos hasta cortar laprolongacion de AB en P.
AMCD = AMBP por A-L-A (C=MBP, CM =BM,CMD = BMP); entonces

DM = MP y M es punto medio de DP , ademés DC = BP.
N'y M son puntosmediosde DA y DP, luego NM esparalelamediaen AAPD y

—_ 1
por el teoremal17.1.2 MN || AP y MN :E AP,
SIA-B-P, AB||DC y MN || AP, entonces MN || AB || DC.

. 1 AB
SiDC=BP,AP=AB+BPyNM= > AP, entonces MN :+DC.

Corolario17.2.1
La mediana o base media de un trapecio biseca cualquier segmento que una las
bases. Demuéstrelo.

Teorema 17.2.3

En todo trapecio el segmento que une los puntos medios de las diagonales es
paralelo alas bases y su medida es la semidiferencia de las medidas de las bases
(figural7.16).
D C Hipotesis: trapecio ABCD
AB| DC

M punto medio de AC

P N punto medio de BD
2 A 0 p
Tesis: MN| AB || DC
A B
MN = LDC
Figura 17.16 2

Modulo 17: Rectas y puntos notables
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Demostracion

SeaP punto medio de Ap y Q punto medio de CB. Por el teoremadelaparalela

. _— = — 1 )
media en e AADC tendremos quePM || DC || AB y PM :E DC. Por e mismo

—_ = 1
teoremaen el A ACB tendremosqueMQ || AB || DC y MQ :E AB.

Aplicandoe mismoteoremaene ABCD tendremosNQ || DC || AB y NQ :% DC.

Por transitividad PM || MQ || NQ || DC || AB ,locud indicaqueP, M, N, Q

tienen que ser colineales porque de lo contrario se tendrian rectas diferentes para-
lelasaABy DC por P, M, N, Q , contradiciendo €l postulado de las para elas. Por

consiguienteMN || AB || DC.

Ademés MN = PQ — PM - NQ :_AB;DC _%_D_ZC_

. N _AB-DC
2

Ejemplo17.2.1

Seprolongan hasta O loslados no paralel osde un trapecio ABCD isdsceles. Seune

el punto medio M de AO con el punto medio N de BO. Sean P y Q los puntos
medios de las diagonales. Demuestre que MPQN es un trapecio isdsceles (figura
17.17).

Hipdtesiss ABCD trapecio con:

AB| DC, AD =BC
AD ~BC = {0}
M punto medio de AO

N punto medio de BO
P punto medio de AC

A Q punto medio de BD
Figura 17.17 Tesis: PQNM es un trapecio
isdsceles
Demostracion

DAB = OBA son angulos de la base del trapecio isosceles (teorema 16.1.16), por

consiguiente AO = BO, y por sustraccién de segmentos setiene que DO =CO (D).

Por e teoremadelaparaelamediaené tridngulo AOB tendremosque MN || AB (2),
y por el mismo 17.2.3tendremosque PQ || AB . ©)
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De(2) y (3) tenemos MN || PQ y por tanto PMNQ es un trapecio. (4)

Por €l teoremadelaparalelamediaenlostriangulosACO y BDO y de (1) tendremos

1 1
que MP=EDC=EOD=NQ. 5)

De(4)y (5) concluimosque MPQN esuntrapecioisdsceles. ¢Podrianllegar aser M,
P, Q, N colineales?

Ejemplo17.2.2

Enlafigural7.18:

A D Hipdtesis.  trapecio ABCD con

BC ||AD ., AB = DC

E M SN DH 1 BC

; M, N puntos medios de las

: T diagonales

H . Tesis: MNCH es paralelogramo
B H C

Figura 17.18

Demostracion

e BC — AD
MN || BC |[HC y MN == por el teorema17.2.3

Trazamos Al L BC y se obtiene que IH = AD (¢por qué?). Ademas el

AAIB = ADHC por H-C (AB =DCy Al =DH). LuegoBI=HC.

AC-AD BI+IH-HC-AD
2 2

HC.

Tenemos entonces que MN =

Podemos por tanto afirmar que MNCH es un paralelogramo
(MN ||[HC y MN = HC).

¢De qué otraforma se puede demostrar que MNCH es un paralel ogramo?

Modulo 17: Rectas y puntos notables
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Presentacion

Cuando se estudia la circunferencia generalmente se enfatiza en la obtencion del
ndmero 7, que estarelacionado con su perimetroy €l areadel circulo. Pero no se
trata en este capitulo de plantear como obtener a 7, sino de presentar algunas
generaidades sobre la circunferenciay el circulo, tales como los elementosy las
posiciones relativas entre rectay circunferenciay entre dos circunferencias. Ade-
mas, se analizan propiedades de rectas tangentesy de cuerdasy arcosy sefinaliza
presentando | os diferentes &ngul os rel acionados con lacircunferenciay laformade
hallar sumedida.

Capitulo 5

% Circunferencia

" Contenido breve

M6dulo18
Generalidadesdelacircunferencia

M dédulo19
Arcos y angulos

Autoevaluacion
Capitulo 5, modulos 18y 19






Médulo 18

Generalidades de la circunferencia

Contenidos del modulo

18.1 Arcosdecircunferencia
18.2 Posicionesrelativas

18.3 Rectas tangentes Menelao de Alejandria
Ob t d | ,d | Matematico y astrénomo nacido en
g Jetivos del moauio Algjandria (ciudad fundada en 332 a C. por

Alejandro Magno, rey de Macedonia).

Definir lamedidadeun arcoy del angulo central.

Establecer el dgebrade arcosy su congruencia.

Mostrar las posiciones relativas (en el plano) de unacircunferenciay unarecta.
Mostrar las posicionesrelativas (en el plano) de dos circunferencias.

. Demostrar |as propiedades de |as rectas tangentes.

ghrwnpE

. Preguntas basicas

¢Quéesunarco?

¢Quéeslamedidade un arco?

¢Cuando dos arcos son congruentes?

¢COmMO se suman o0 se restan arcos?

En el plano, ¢cud eslaposicion relativade un punto respecto aunacircunferen-
cia?

En el plano, ¢cudl eslaposicion relativade unarectay unacircunferencia?

En € plano, ¢cuales son las posiciones relativas entre dos circunferencias?
¢Quérelacion hay entre el segmento radial y unatangente?

¢Como son los segmentos tangentes a una circunferencia trazados desde un
punto exterior?

10. ¢Qué propiedadestiene larectaque pasapor el centro delacircunferenciay el
punto de interseccion de las tangentes?

ghrwNE

©oN®

Introduccion

En este médulo se retoman los elementos en la circunferenciay €l circulo y se
analizaqué propiedadestiene lamedidade arcos, lacongruenciadearcos, laadicion
y lasustraccién de arcos. Se muestran luego |as posiciones relativas (en el plano)
con respecto a una circunferencia de un punto, una recta y otra circunferencia.
Finalmente, se analizan | as propiedades que tiene la recta tangente a una circunfe-
rencia.

Vea el mddulo 18
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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Capitulo 5: Circunferencia

18.1 Arcos de circunferencia

Vimosen el capitulo 2 algunos elementos bési cos rel acionados con lacircunferen-
ciay € circulo, tales como arco, angulo central, cuerda, etc. Estudiaremos en este
capitulo las propiedades de algunos de ellos y las relaciones que pueden existir
entrelosmismos.

En lafigura 18.1 se tiene € arco de circunferencia AB y el dngulo central AOB.
Decimos que el éngulo central interseca al arco AB y que el arco AB subtiende el
angulo central AOB.

Figura 18.1

Decimos que un angulo intersecaun arco si cumple que:
a. Los puntos extremos del arco estén sobre los lados del angulo.
b. El interior del arco esta contenido en el interior del angulo.

Vimos en el capitulo 2 que el grado es una unidad de medida de angulo. Launidad
paramedir arcosesel arco intersecado por un angulo central de un grado. Enforma
analoga, estaunidad sellamagrado (figura18.2). Asi:

Figura 18.2

m(AOB) = m(AB) =1°

La suma de la medida de los angulos adyacentes consecutivos alrededor de un
punto es 360° y &l nimero de grados de la circunferencia es 360°, cada uno en €l
sistema sexagesimal. Por tanto, aunque el grado de angulo no es e mismo que €l
grado de arco, €l valor numérico de la medida de |los angul os esta relacionado con
€l valor numérico delamedidadelosarcos, como se expresaen lasiguiente defini-
cion.
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Definicion 18.1.1

a. Si AB esunarco menor, entonces su medidaesigual alamedida, en grados, del
angulo central correspondiente.

b. Si el arco AB esunasemicircunferencia, entonces su medidaes 180°.

c. Siel arco ABC esunarcomayor (figural8.1)y AB esel arco menor, entonces
m(ACB) = 360°—m (AB) -

Tenemos por tanto asi quesi enlafigura18.2 m(AéB) =1° entonces m (@) =10,

y en general m(AéB):a°. En consecuencia m(ATs):aO y desde luego

m(ACB) = 360°—a°.

Establecimoslamedidaen grados de un arco de circunferencia, 1o cual no se puede
confundir con lalongitud del arco. El grado de arco no es unidad de longitud.

Definicion 18.1.2

Dos arcos de unamisma circunferencia o de circunferencias congruentes son con-
gruentessi y solo si tienenigual medida (figura18.3).

Figura 18.3

Esdecir:

a AB zCD < m(AB) =m(CD)

b. AB = PN < m(AB) =m(PN)

Observamostambién en lafigura18.3 que m (I5N) = m(ﬁ) = m(PéN) =q®, por

ser arcosintersecados por €l angulo central PON; perolalongitud delosarcos PN
y EF sondiferentes asi tengan la mismamedida en grados.

Postulado 18.1.1 (Delaadicién dear cos)
Si A, B y C son puntos sobre una circunferencia y en ese orden, entonces

m(ABC) = m(AB) +m(BC).

Menelao de Alejandria

Este matematico cultivé la astronomia y la
geometria en Alejandria y en Roma. Entre
sus obras mas importantes estan Cuerdas
en un circulo y Elementos de geometria,
pero la tnica que ha sobrevivido, y sélo en
su version drabe, es su Esférica, un
sistematico estudio de las propiedades de
los triangulos esféricos, es decir, un
triangulo cortado por una recta o un gran
circulo (teoremas de Menelao), que
constituyen las bases de la trigonometria
esférica.
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Corolario 18.1.1 (Delasustraccion dear cos)
Si A, By C son puntos de una circunferencia y en ese orden, entonces

m (AAB) =m(ABC)-m (BE). Estarelacion esllamada sustraccion de arcos.

L os dos teoremas siguientes son una consecuenciainmediata de la definicion dada
sobrelamedidade un arco decircunferencia. Sudemostracion se dejacomo ejerci-
cio.

Teorema 18.1.1

En unamisma circunferencia o en circunferencias congruentes, angulos centrales
congruentes subtienden arcos congruentes.

Teorema 18.1.2

En unamismacircunferenciao en circunferencias congruentes, los arcos congruen-
tes son subtendidos por angulos centrales congruentes.

18.2 Posiciones relativas

En un mismo plano las posiciones relativas de un punto y de una recta respecto a
una circunferencia estdn determinadas por sus respectivas distancias al centro de
lacircunferencia.

Sea d ladistanciadeunpunto P a centrodeunacircunferenciadecentro Q y de
radio r enunmismo plano (figura18.4).

S d>r, p esexterioralacircunferencia
S d=r, P estaenlacircunferencia
S d <r, P esinterior alacircunferencia

Figura 18.4

Si unarecta ¢ y unacircunferencia (O, r) son coplanaresy ademés d esladistan-
ciadelarectaa centro O, entonces, delafigura 18.5, obtenemos:

a. S d>r, larectay esexterior alacircunferencia.
b. Si d =r, larecta ¢ estangente alacircunferencia.
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c. S d<r, larecta ¢ essecantealacircunferencia.

Figura 18.5

Si doscircunferencias C, (O,,1,) vy C, (O,,r,) estan en el mismo plano, lasposicio-

nesrelativas entre ellas pueden rel acionarse con ladistancia ¢ entre suscentrosde
lasiguiente manera:

a. Doscircunferencias son exteriores si ladistancia entre sus centros es mayor que
lasumade susradios (figura 18.6).

C, y C, sonexteriores
d=d(0,,0,)

d>r+r,

Figura 18.6

b. Dos circunferencias son tangentes exteriores si son tangentesalamismarectaen
el mismo punto (su interseccidn es un punto).

Si ladistancia entre los centros d =1, —r, , las dos circunferencias son tangentes
interiores(figura18.7).

Si ladistancia entre los centros d =1, +r,, las dos circunferencias son tangentes
exteriores(figura18.8).
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Figura 18.7 Figura 18.8

c. Si la distancia entre los centroses menor que la diferencia entrelosradios
decimosque las circunferencias son interiores, y especificamentesi r, >, ,

entonceslacircunferencia O, esinterior alacircunferencia O, (figural8.9).

d. Siladistanciaentrelos centrosde doscircunferenciasvariaentreladiferenciay
lasumadelosradios r, —r, <d <1, +r1,, decimosque las circunferencias son
secantes (se intersecan en dos puntos) (figura 18.10).

lo.I

Figura 18.9 Figura 18.10

e. Siladistanciaentreloscentroses O perolosradiosson diferentes, decimosquelas

circunferencias son concéntricas (d =0y r, #1,) (figura18.11).

f. Si ladistancia entre los centroses O Yy losradiossoniguales, r, =r,, decimos
gue las circunferencias son coincidentes o iguales (figura18.12).

© (&

Figura 18.11 Figura 18.12
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18.3 Rectas tangentes

Vimos en el apartado 18.2 que si unarectay unacircunferenciaen un mismo plano
se intersecaban en un punto, entonces la circunferenciay la recta son tangentesy
€l punto sellamapunto detangencia (figura18.13).

o0
. v T
v
f: tangente
Figura 18.13

Teorema 18.3.1

Una recta perpendicular a segmento radial de una circunferencia en su extremo
externo estangentealacircunferencia(figura18.14).

Hipdtesis: C(O,r) y tcoplanares

P OT segmento radial
‘ T t10T enT
Tesis! t estangentea C (O,r)

Figura 18.14

Demastracion (reduccion al absurdo)
Delahipétesis, larecta t esperpendicular al segmento radial OT enel punto T .
Demostremos que ningun otro punto de larecta t pertenece alacircunferencia

Sea p otro punto delarectay supongamosque p pertenecealacircunferencia, lo
cua implicaque OP = OT por ser radios delamismacircunferencia. Por tanto el
AOTP seriaisosceles, y como los dangulos de la base son congruentes entonces el
angulo OTP seria también recto, lo cual es una contradiccién porque desde un
punto exterior (O) aunarecta (t) sepuedebajar unay solo unarecta (ﬁ L t) oT

perpendicular a la recta dada. Luego p no pertenece a la circunferenciay t es
tangente alacircunferencia.
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Teorema 18.3.2 (reciproco del teorema 18.3.1)

Todarectatangente a unacircunferenciaes perpendicular a segmento radial en el
punto detangencia (figura18.15).

4

NP

Q- . o

i
f: tangente
Figura 18.15
Hipdtesis: c(O,r)
t tangenteen T
OT segmento radial

Tesis: t LOT

Demostracién (reduccién al absurdo)

Larectat estangente alacircunferenciaen el punto T, lo cual se concluye dela
hipétesis.

t LOT, obient noes L OT (ley o principio del tercero excluido). ¢Quéocurresi
t L OT ?

Supongamos que t no es perpendicular a OT ,y sea OR 1 t. Entonces R=T .
Sea P unpuntodet tal que RP =RT . Entonces, AORP = AORT (C-C). En
consecuencia OP =0T =r y el punto P estien la circunferencia. Por consi-
guiente larecta t interseca a la circunferencia en dos puntos T y P, lo cua es
imposibleporque t estangentealacircunferenciaen T. Luego el supuesto esfalso

ytLOT enT.

Corolario18.3.1
Todarecta perpendicular aunatangente en el punto de tangenciapasapor el centro
del circulo.

Teorema 18.3.3: De las tangentes

Los segmentos tangentes trazados a una circunferencia desde un punto exterior
son congruentes y determinan angulos congruentes con la recta que pasa por €l
centroy €l punto deintersecciédn de las tangentes (figura 18.16).
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g Hipétesis  pa Y PB
tangentes a C (O,r)
P
Tesis: PA ~ PB
B APO = BPO
Figura 18.16

Demostracion

Trazamoslos segmentosradiales OA y OB que son perpendicularesa PA 'y PB
en A y B, respectivamente (teorema 18.3.2). En consecuencia AAOP = ABOP

(H-C) y concluimos que PA=PB y APO = BPO por ser elementos correspon-
dientes en triangulos congruentes.

Ejemplo18.2.1

Demostrar que larecta que une el punto de interseccion de dos rectas tangentes a
unacircunferencia O y el centro es mediatriz de la cuerda que une los puntos de
tangencia(figura18.17).

t‘- _— —>
Hipdtesis: PAyPB tangentesala

C(O,r) AB cuerda

e
S} T OPNAB={M]}
‘*-}P
1 e PR -
ff”f Tesis: OP mediatrizde AB
1 —
B
r”fﬁ
Figura 18.17
Demostracion

Trazamos |os segmentos radiales OA = OB =r , que son perpendiculares a I?A: y
lgen Ay B, respectivamente.

~ ~ —_— ~
AAOP = ABOP (¢por qué?). Luego AOP = BOP y OM bisectrizde BOA. Como

el ABOA esisoscelesy OM es hisectriz ala base, entonces oM es medianay

esté contenidaen lamediatriz de AB . Por ser O—M — P, concluimos que OP €s

mediatrizde AB .
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Modulo 18

1 Si M esun punto de unacircunferencia:

a. ¢Cuéntas rectas tangentes alacircunferencia O contienen el punto M?
b. ¢Cuéntas circunferencias tangentes ala circunferencia dada pasan por M?

2 Demuestre que las rectas tangentes a una circunferencia O en los extremos de un diametro son paralelas.
3 Demuestre que si dos circunferencias son tangentes, sus centros'y el punto de tangencia son colineales.

4 Demuestre que dos circunferencias congruentes son tangentes exteriores y entonces cualquier punto que equidiste
de sus centros pertenece a la recta tangente comdn.

5. Demuestre que en todo tridngulo rectangul o circunscrito la suma de las medidas de los catetos esigua alasuma
delas medidas de lahipotenusay el didmetro delacircunferencia.

6. Demuestre que en todo cuadrilatero circunscrito a unacircunferenciala sumade las medidas de dos lados opuestos
esigual alasumade las medidas de |los otros dos lados.

—

7. ﬁ' y PB sontangentesaunacircunferencia Q y larecta OP cortaa arco AB enM,con O —M — P . Demuestre

que OP bisecael arco AB y que OBA =~ OPB.

8 Sean las circunferencias O, y O, y lasrectas 4, y £,, tangentesa O, y O, en A, B y en C, D, respectivamente.

Demuestreque AB =CD (4, Y ¢, sellaman tangentesinteriores) (figural).

9 £,y (£, son rectas tangentes ala circunferencias de centrosO, y O, en A, B y en C, D, respectivamente (figura

2). Demuestreque AB =CD (4, Yy ¢, sellaman tangentes exteriores). ¢Cuéndo ¢, y ¢, son paralelas?

Figura 2

Capitulo 5: Circunferencia




10.

14,

16.

Las tangentes interioresa dos circunferencias O, y O, secortanen M y las tangentes exteriores alas mismas

circunferencias se cortan en P. Demuestre que los puntos O,, M, O, y P son colinealesy OP es bisectriz delos
angulosen M y P.

Enlafigura3:

Hipdtesis:. ¢ estangentealacircunferencia O en P .
AB cuerdadiametral
AN L/5 BM L/

Tesis: ON =OM

Figura 3

AB esunacuerdade unacircunferenciay asu vez es tangente a otra circunferencia concéntrica con laanterior.
Demuestre que la cuerda es bisecada en €l punto de tangencia.

Setraza una cuerda que cortaados circulos concéntricos, alacircunferenciainterior en Ay By alacircunferencia

exterioren C y D . Demuestreque AC = BD y AD = BC.

Sean las circunferencias coplanares C, (O,, 7cm) y C, (0,, 13 cm). Halle los valoresdelasdistancias entre los

centrossi C, y C, son: exteriores, tangentes exteriores, tangentes interiores, interiores, secantes.

Sean las circunferencias C, (O,, 7cm) y C,(O,, r,) en un mismoplano y d =d (O,, O,) =11cm. Halle todos

losvaloresde r, paraque C, y C, sean: exteriores, tangentes interiores, tangentes exteriores, interiores.

Sean C, (O, 1) y C,(0,,10cm) dos circunferencias en un mismo plano y sea d =d =(0O,, O,) =6cm. Halle

(si existen) losvaloresde r, paraque C, y C, sean: exteriores, tangentes exteriores, tangentesinteriores, interiores,
secantes.

Ejercicios del modulo 18







Arcos y angulos

Contenidos del modulo

19.1 Arcosy cuerdas
19.2 Arcosy angulos

Objetivos del médulo

. Relacionar losarcosy las cuerdas en el circulo.

. Determinar lacongruenciade cuerdas.

. Definir los angulos relacionados con lacircunferencia.

. Establecer la medida del angulo inscrito, del semiinscrito, del exterior y del
interior en lacircunferencia.

A WDN P

Preguntas basicas

. ¢Quérelacion hay entre las cuerdas'y los arcos intersecados?
. ¢Cuando dos cuerdas son congruentes?
¢Existe algunarelacion entre una secante'y una cuerda?
. ¢Quéesun angulo:
a. Inscrito?
b. Semiinscrito?
c. Exterior aunacircunferencia?
d. Interior aunacircunferencia?
5. ¢Como se miden los angul os anteriores?

NN PR

Introduccion

Se inicia en este médulo el estudio de larelaciéon que hay entre los arcos y las
cuerdas gque unen sus extremos; luego se analiza la congruencia de cuerdas y
finalmente se definen los diferentes angul os relacionados con la circunferenciay
se halla una expresion para la medida de cada uno de ellos en funcion del arco

intersecado.

Edmund Halley

(1656-1742). Astronomo britanico nacido
en Londres y muerto en Greenwich.

Vea el mddulo 19
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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Capitulo 5: Circunferencia

19.1 Arcos y cuerdas

En el capitulo 2 vimosque s A y B son dos puntos de la circunferencia O,
entonces obteniamos €l arco AB subtendido por la cuerda AB .

Teorema 19.1.1

En un mismo circulo o en circul os congruentes dos cuerdas congruentes subtienden
arcos congruentes (figura19.1).

Hipdtesis: C(0,,r)=C(0,,r,)
AB, CD cuerdas, AB=CD

Tesis: AB=CD

Figura 19.1

Demostracion
Trazamos los segmentos radiales OA OB,OC y CD. En consecuencia

AAOB = ACOD (L-L-L)y por tanto AOB = COD. Luego AB = DC (teorema18.1.1).

Teorema 19.1.2 (reciproco del teorema 19.1.1)

En un mismo circulo o en circulos congruentes dos arcos congruentes subtienden
cuerdas congruentes. Su demostracion se deja como gjercicio.

Teorema 19.1.3

En un mismo circulo o en circul os congruentes dos cuerdas congruentes equidistan
(estan aigual distancia) del centro (figura19.2).
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Hipdtesis:  circulo (O,r)
AB y CD cuerdas
OM L AB. ON L CD
AB =CD

Tesis: OM =ON

Figura 19.2

Demostracion

Trazamos los segmentos radiales OA, OB, OC y CD. En consecuencia

AAOB = ACOD (L-L-L) y OM = ON por ser dturas correspondientes en tridngu-
los congruentes.

Teorema 19.1.4 (reciproco del teorema 19.1.3)

En un mismo circulo o en circulos congruentes, si dos cuerdas equidistan del
centro, son congruentes. La demostracion se deja como gjercicio.

Teorema19.1.5

Entodo circulolacuerdadiametral eslamayor delas cuerdas (figura19.3).

C
Hipdtesis.  circulo (O,r)
A AB cuerdadiametral
D CD cuerdadd C (O,r)
Tesis: AB >CD
B
Figura 19.3
Demostracion

Trazamos los segmentos radiales OC y OD. En e AOCD, por la desigualdad

triangular se tiene que OC +OD > CD, pero OC =0OD =r. Portanto 2r >CD y
AB = 2r =d por ser diametro, entonces AB > CD.

Modulo 19: Arcos y angulos

Edmund Halley

A Halley se le conoce principalmente por
los estudios que realizo sobre la periodicidad
de los cometas, aunque también hizo otros
aportes astrondmicos muy importantes
como el catdlogo de los cielos del sur
(Catalogus stellarum australium), los
métodos para medir la distancia al Sol a
través del transito de los planetas, el
establecimiento del movimiento estelar, la
aceleracion secular de la Luna y la existencia
de movimiento propio en las estrellas. En
1682 observo y calculd la orbita del cometa
que lleva su nombre y anuncié que se le
veria nuevamente a finales de 1758, de
acuerdo con una teoria suya que proponia
que habia cometas con trayectorias elipticas
asociados al sistema solar.

En su obra mas importante, Synopsis
astronomiae cometicae, aplico las leyes del
movimiento de Newton a todos los datos
disponibles sobre los cometas. Se le
considera el padre de la geofisica. Estudio
el magnetismo de la Tierra y desarrolld una
teoria acerca de él; determind la ley de los
polos magnéticos, la relacion entre la
presion barométrica y el clima, publico
ensayos sobre dptica y navegacion y fue
uno de los pioneros en la realizacion de
estadisticas sociales.
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Capitulo 5: Circunferencia

Teorema 19.1.6

Toda recta que pasa por € centro de un circulo y es perpendicular a una cuerda,
bisecalacuerday los arcosintersecados (figura 19.4)

Hipotesis: circulo (O,r)
larecta s pasapor O,

/1ABenM y cortaala
p circunferenciaen Q y p

Tess.  AM =BM:AP = BP

AQ=BQ

Figura 19.4
Demostracion
Trazamos los segmentos radiales OA y OB. En e triangulo isosceles AOB, OM
esalturaalabase (/ L AB) y por consiguienteesmediana, o seaque AM = BM .

Como OM ademas es bisectriz del angulo opuesto a la base, entonces
AOM =BOM Yy AP = BP (teoremas18.1.1y 19.1.2).

Demuestre que K@ = §(3

Teorema19.1.7

Si unarectaque pasapor el centro bisecaunacuerdano diametral, es perpendicular
alacuerda(figural9.5).

Hipétesis.  circulo (O,r)
Oederecta?
Zcortaa pg €N M
AM = BM

Tesis: /1 AB

v

Figura 19.5
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Demostracion
Trazamos los segmentos radiales OA y OB . En consecuencia AAOM =~ ABOM

por L-L-L. Luego OMA = OMB son par lineal y OMA y OMB son rectosy sus

lados perpendiculares, 0 seaque OM L AB . Concluimosque # 1 AB (OMe/).

Corolario19.1.1
La mediatriz de una cuerda pasa por €l centro del circulo y biseca los arcos
intersecados.

Ejemplo19.1.1

Del vértice A deun tridngulo equilétero ABC, con un lado como radio, se describe

entre B y C unarco decircunferencia(menor aunasemicircunferencia); setoma
sobre € arco un punto D cuaquieray se unecon B y C. Demostrar que €

segmento que une los puntos mediosde Ag Y DC es perpendicular a segmento

que une los puntos medios de AC y BD.

Hipotesis.  AABC equilatero
arco A(BC), radio AB
D pertenecea BC
N punto medio de BD
P punto medio de DC
M punto medio de AB
Q punto medio de AC

Tesis: PM L NQ

Figura 19.6

Demostracion

Trazamos NP, PQ, QM, MN y AD .
Aplicando €l teoremade la paralelamedia en los diferentes tridngul os obtenemos:

MQ:%: NP. 6

PQ=A—2D=MN. @

Como el AABC es equilatero y el radio deBC esigua a lado del tridngulo,
obtenemos:

AB = AC = BC = AD. )

De(1),(2)y (3) tenemosque MQ = QP = PN = NM; luego MNPQ esunromboy

sus diagonales son perpendiculares y por tanto PM L QN .

Modulo 19: Arcos y angulos
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Ejemplo19.1.2

Un tridngulo ABC esta inscrito en un circulo O, sus aturas se cortan en H, P es
punto medio de AB, Q espuntomediode AC, N espunto medio de AH . Demos-
trar que OPNQ esun paralelogramo.
Hipdtesis: circulo O

AABC inscrito

BR, AD y CS alturas

H ortocentro

Q punto mediode AC

P punto medio de aAg

N punto medio de aH

Tesis: OPNQ esun paralelogramo

Figura 19.7

Demostracion

Trazamos OP, PN, NQ y OQ .

OP L AB (teoremal9.1.7)y Cs | AB (Cs dtura),luego OP||CS. (1)
0Q L AC (teorema19.1.7)y BR L AC (BR dtura), luego OQ|| BR. (2)

Por el teoremadelaparalelamedia:

NQIICH (ICS). ©
PN || BH (| BR). @
De (1) y (3) obtenemos OP || NQ, y de(2) y (4) OQ || PN.

Por tanto OPNQ es un paralel ogramo.

19.2 Arcosy angulos

Vimosen el médulo 18 larelacion que existe entre un angul o central en unacircun-
ferenciay el arcointersecado. Veremosacontinuacion larelacion que hay entrelos
diferentes &ngul os relacionados con la circunferenciay |os arcos intersecados por
ellos.

Definicién 19.2.1: Angulo inscrito

Unanguloestainscritoenuncirculosi y solo s su vértice estasobrelacircunferen-
ciay suslados son cuerdas (figura 19.8).

Teorema 19.2.1

Lamedidade un angulo inscrito en un circulo esigual alamitad de la medidadel
arco intersecado. Se consideraran tres situaciones diferentes, como seilustraen la
figura19.8.
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Figura 19.8

Hipdtesis: el d&hgulo APB esinscrito

Tesis m(APB) = %m(@)

Demostracion
a. Unlado del angulo coincide con el diametro:

Trazamos el segmento radial OA . Entonces OA=0P y el APOA esisosceles.
Por tanto m (OPA) = m(OAP) y m(BOA) = 2m (OPA) por ser e dngulo BOA
exterior a APOA.

Pero m(BOA) = m(’A—|§) por ser el angulo BOA central. Por sustituciones que-
~ 1 ~ 1 —
da: m(OPA) =§m(BOA) =§m(AB).
b. El didmetro esinterior al angulo APB :
m(APB) = m(APD) + m(DPB).

A — A 1 —
Segln el numeral a, m(APD) :%m(AD) y m(DPB) :Em(DB).
A 17 — 1 —
Luego m(APB) :Em(AD)+§m(DB).
~ 1 —
.. m(APB) :Em(AB).

c. El diametro esexterior a angulo APB.
Sedejacomo gjercicio.

Corolario19.2.1
Los angulosinscritos en un circulo queintersecan el mismo arco de circunferencia
son congruentes (figura19.9).

FA’l, P,, B,,.... soninscritosen el circulo O .

m(ﬁ;):m(ﬁz):...:%m(@).

Modulo 19: Arcos y angulos
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Capitulo 5: Circunferencia

Figura 19.9

Un angulo estainscrito en un semicirculo si su vértice estdenlasemicircunferencia
y suslados pasan por |os extremos de lacuerdadiametral (figura19.10).

El angulo APB estainscrito en el semicirculo de centro O.
P

Figura 19.10

Corolario19.2.2
Losangulosinscritosen un semicirculo miden 90° (figura19.10).

Corolario19.2.3
Si untriangulo estainscrito en un circulo y uno de suslados esunacuerdadiametral,
esrectangulo (figura19.10).

Corolario19.2.4
En un mismo circulo, rectas paral el asintersecan arcos de circunferencia congruen-
tes(figura19.11).

@ ® ©

R P 0
D~ . N\C D/ .. N\C
) 0
’,l‘ [
R P M S

Figura 19.11
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Demostracion
a. Lasdosrectas paralelas son secantes (figura 19.11a).

m(BAC) =m(ACD) por ser dngulos alternos internos entre AB || DC .

m(BAC) :%m(éﬁ) y m(ACD) :%m =(AD).

1 = 1 — — —
Em(BC) :Em(AD) ,locua implicaque m(BC) =m(AD) y
BC = AD.

b. Delasdosrectas paralelas una es secante y la otratangente (figura 19.11b). Se
dejacomo gercicio.

c. Lasdosrectasparalelas sontangentesalacircunferencia(figura19.11c). Sedgja
como gercicio.

Definicion 19.2.2: Angulo semiinscrito

Un angulo es semiinscrito en un circulo si y sélo si tiene su vértice en lacircunfe-
renciay unlado esunacuerday el otro es unarectatangente (figura 19.12).

Teorema 19.2.2

Lamedidade un angulo semiinscrito en un circulo esigua alamitad delamedida
del arcointersecado (figura19.12).

Hipotesis: RPN semiinscritoend circu-
loO
PN arco intersecado

Tesis: m(RﬁN):%m(ISN)

Figura 19.12

Demostracion
Trazamos los segmentosradiales OP y ON .

OP L TPR pord teoremal8.3.2.

m(RPN) =90" —m (OPN). (@
m (OI3N) =m (ONP). (¢por que?)

Por tanto, 2m(OPN) =180°—m (PON)

Modulo 19: Arcos y angulos
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y m(OPN) :900—%m(PC3N) )

Sustituyendo (2) en (1):

m(RI3N):90°—(90°—%m(POAN)j

Simplificando:

m(Rf’N):%m(PéN)

Como PON es centro, su medida es la del arco intersecado PN, luego
m(Rf’N):%m(ﬁN).

Enlafigural9.12 €l angulo TPN tambiénessemiinscrito. Demuestre que su medi-

daeslamitad de m(PMN).

Nota: el teoremaanterior se puede demostrar trazando por N unaparalelaa ﬁa y
aplicando el corolario 19.2.4.

Teorema 19.2.3: Angulo exterior
Lamedidade un angulo formado por unarectatangente y una recta secante que se

cortan en un punto exterior del circulo esigual alasemidiferenciadelasmedidasde
losarcosintersecados (figura19.13).

Hipotesis: circulo de centro O
PAB secante

PT tangenteen T

Tess  m()=[m(B)-m(AT)

Figura 19.13

Demostracion

Trazamos la cuerda BT. La m(S'fB) = m(I3) +m(TI§P) por ser STB exterior a

R 1 — ~ 1 /—
APTB . Ahorabien: m(STB) :Em(TB) y m(T BP) = Em(AT) (teoremas19.2.1
y19.22).

N 1 —~ A~ 01—
Si sustituimos; M(STB) =§m (TB) = m(P)+§m(AT) )

m(ﬁ):%m(ﬁ)—%m(ﬁ).
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Teorema 19.2.4: Angulo exterior

Lamedida de un &ngulo formado por dos tangentes a una circunferenciay que se
cortan en un punto es igual a la semidiferencia de las medidas de los arcos
intersecados (figura19.14).

HipGtesis:  circulo de centro O

PA y PB tangentes

Figura 19.14
Demostracion
m(CBA) = m(BAP) + m(P) (¢por qué?) )

. . . A 1 -
Comoloséangulos CBA y BAP son semiinscritos, entonces m (CBA) :Em(x) y

A 1 -~ A
m(BAP) =5 m(y). Sustituyendo en (1) y despejando m(P), obtendremos:

Teorema 19.2.5: Angulo exterior

Lamedidade un édngulo formado por dos rectas secantes que se cortan en un punto
exterior a circulo esigual alasemidiferenciadelasmedidasdelosarcosintersecados
por el angulo P (figura19.15).

Hipltesis: ¢, y ¢, secantesal circulo O

{ < A
t,ne,={P}
B ¢, ncirculo={A,B}
f_-::"-" ¢,ncirculo={C,D}
ta—p 1
Tesis m(P) =2 m(AD) ~m (BC)
Figura 19.15

Modulo 19: Arcos y angulos
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Demostracion

Unimos B con D (sepuedeunir A conC).
m(ABD) =m(BDC)+m(P) (¢por qué?) Q

m(A@D)zém(ﬁD) y m(BﬁC):%m(/B_C\) (¢por qué?)

Reemplazamosen (1) y despejamos:

m(I5): m(AD);m(BC)‘

Teorema 19.2.6: Angulo interior

Lamedida de un angulo formado por dos cuerdas que se corten en un punto P es
igual ala semisuma de las medidas de los arcos intersecados por €l angulo 'y su
opuesto por €l vértice (figura19.16).

A
D
Hipétesiss A Y CD cuerdasdel circulo O
ABACD - (P}
x A — —
Tesis m(CPB) :—m(BC);m(AD)
C
Figura 19.16
Demostracion

Unimos B con D.
m(CPB) = m(CDB) + m (ABD)

m(CFA’B)zém(BEH%m(AB)

m(BC)+m(AD)
2

Si las cuerdas se cortan en la circunferencia ( P € a la circunferencia) se sigue
cumpliendo €l teorema19.2.6.

. m(CPB) =

Nota: el angulo BPC sellamaangulo interior enlacircunferencia.

Teorema 19.2.7

Si un cuadrilétero estainscrito en un circulo, los &ngul os opuestos son suplemen-
tarios(figura19.17).
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Hipdtesis:  cuadrilatero ABCD inscritoenla
circunferenciaO

Tesis: m(C)+m(A) =180°
m(B) + m(D) =180°

B

Figura 19.17

Demostracion

m(DAB) = %m (DCB)y m(DCB) = %m (DAB).

Por tanto, m(DAB)+m (DCB) = m(DCB)JZrm(DAB)
0
300 _ 1800

- DAB y BCD son suplementarios.

En formasimilar se demuestraque D y B son suplementarios.

Teorema 19.2.8

Por tres puntos no colineal es se puede trazar unay solo unacircunferencia (figura
19.18).

Hipdtesis: A, B, C puntos no colineales

Figura 19.18

Construccién auxiliar

Trazamos AB y AC . Trazamos /, y (, mediatricesde AB y AC quesecortanen
O . Trazamos ademas |os segmentos OA, OB y OC.

Demostracion
AMOC = AMOA (C-C): MC=MA y OM comun.
Luego OC = OA. (@)

Modulo 19: Arcos y angulos
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ANOA = ANOB (C-C):NA=NB Yy ON comun.

Luego OA = OB. @
Concluimosde(1) y (2) que OA=0B = 0OC. Lademostraciondelaunicidad sedeja
como g ercicio.

Nota: por dos puntos A y B pasan infinitas circunferencias cuyos centros estan

enlamediatriz de AB.

Teorema 19.2.9

Si un cuadrildtero convexo tiene dos angul os opuestos suplementarios, esinscriptible
enuncirculo (figura19.19).

D Hipotesis: cuadrildtero ABCD
DAB, DCB suplementarios
A . .
c Tesis: A,B,C y D pertenecenalacir-
cunferencia O.
C!
Figura 19.19
Demostracion
De lahipétesis tenemos que m(DAB) + m(DéB) =180°. @

Por A, B y D pasa una circunferencia (teorema 19.2.8). Demostremos que dicha
circunferenciapasatambién por C .

Sea C’ un punto cualquieradel arco BD queno contienea A ylounimoscon B
y D.
m(C")+m(A) =180°. )

~ A~ 01—
De(1)y (2) tenemosque m(C") =m(C) ZEm(BAD)' Luego C y C' subtienden
el mismoarcoy C e darco BC'D . Portanto el cuadrildtero ABCD esinscriptible.

Observacioén: un cuadrilateroinscriptible sellamacuadrilétero ciclico.

Vimos en el capitulo 2 cuando un poligono estainscrito o circunscrito aun circulo
O.

Si recordamos que un poligono es regular si es equilédtero y equiangulo, tenemos
por el teorema19.1.2 queal dividir lacircunferenciaen n arcos congruentes obtene-
mos entonces un poligono equilédtero de n lados inscrito en €l circulo.
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Si unimos el centro del circulo con cadauno delos puntos extremos delos n arcos
congruentesdelacircunferencia, obtenemos n angulos centrales congruentes (¢por
qué?). Entonces el nimero de angulos centrales n de un poligono equilétero es
igual a nimero de lados del poligono inscrito y cada dngulo central tiene una

medidaa 360° , donde n es el nimero de lados del poligono.

n

Sellamaéngulointerior del poligono al formado por doslados consecutivos. Como

todo poligono equilatero inscrito es equiangulo (¢por qué?) y lasumade las medi-

das de los éngulos interiores de un poligono regular de nlados es (n—2)7z,

(n=2)7 = n—z. De ac4 conclui-
n n

mos que el angulo interior de un poligono es suplementario del angulo central
correspondiente.

entonces la medida de un angulo interior es

Ejemplo19.2.1

ABCD esun cuadrilétero ciclico detal maneraquelacuerda AB esel lado deun

cuadrado inscrito, BC esel lado de un hexégono regular inscritoy CD esel lado
de un tridngulo equilétero inscrito. Hallar en grados las medidas de los arcos

AB, BC, CD y DA y el angulo entrelasdiagonales AC y BD (figura19.20).

B
Hipotesis: circulo O
c ABCD ciclico
AB lado de un cuadrado
E BC lado de un hexégono
y CD lado de un triangulo equilatero
Tesis: a. m(AB), m(BC), m(CD), m(AD)
D b. El angulo entre AC y BD
Figura 19.20
Solucién
—. 360° —
m(AB) = =90° ; m(CD) = 360° _ 1000
4 3
—., 360° —
m(BC) ==~ =60° ; m(AD) = 90°
Vemos entonces que BD es unacuerdadiametral. ¢Por qué?
m(BEC) = m(BC) +m(AD)
2
_ 60°J; 90° _ 750
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Ejemplo19.2.2

Demostrar quelos extremos de dos cuerdas paral el as de un mismo circul o determi-
nan otras dos cuerdas que son congruentes (figura 19.21).

Hipétesss AB Y CD cuerdasenel circulo O

AB||CD
Tesis: ‘AD =CB
AC = BD
Figura 19.21
Demostracion

Como DC || AB, entonces AD = CB (corolario19.2.4) y AD = CB (teorema19.1.2).
CAB = DBA porque subtienden arcos congruentes, ADAB = ACBA (L-A-L) y en

consecuencia AC = DB.
Ejemplo19.2.3

Enlafiguraadjunta(19.22):

70° C Hipodtesis:  circulo O, con ABCD inscrito
m(DC) = 70°
m(CB) =120°

120° R
m(ACB) = 46°
Vv
Tesis: m (AISB) =a
B F
Figura 19.22 m(CBF)=v

Solucién

~ 1 — —
m(ACB) = 46°:§m(AB), luego m(AB) = 92°

o M(BC) +m (AB)

2 por teorema19.2.6.

70°+ 92°
o =—
2

v =180°-m (ABC)

, luego ¢ =81°
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L= 1800_M =180°— 360°-m (AZB) -m (BC)
360°-92°-120°
0=180°-————— luego v =106".

El triangulo que resultaal unir los pies de las alturas de un triangulo cualquiera se
Ilamatriangulo drtico. Esel AHIJ enlafigura19.23.

Ejemplo19.2.4

Demostrar quelasalturasde un triangul o cual quierason | as bisectrices del triangu-
loortico.

Figura 19.23

Demostracion
Como Al, BJ y CH son alturas, entonces los angulos AHC, AJB son rectosy

suplementarios al igual que los angulos BHC y BIA; luego los cuadriléteros
AHOJ Yy BIOH son inscriptibles (dos angulos opuestos son rectos).

Por subtender el mismo arco, CAl =CHJ y CBJ =CHI. Tenemos ademas

CAl =CBJ por tener el mismo complemento: ACB. En consecuencia,
CHJ = CAl = CHI =CBJ.
. HC esbisectrizde JHI (CHJ =CHI).

Enformasimilar se demuestraque BJ y Al sonbisectricesdelosangulos 1JH Yy
JIH, respectivamente.

Quedacomo gjercicio demostrar esta propiedad del triangul o 6rtico parael caso de
lafigura19.23 (derecha).

Modulo 19: Arcos y angulos
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Ejercicios

Modulo 19

Determine si cada una de |as siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

Una cuerda es un diametro.
Todo arco de un circulo subtiende un angulo central.
El vértice de un angulo central pertenece alacircunferencia.
Lamedidade un arco menor es menor que lamedidade un arco mayor.
Algunos radios son cuerdas.
Algunos segmentos radiales son cuerdas.
En un circulo dado una cuerda puede ser congruente a un segmento radial.
Un diametro esigual aunacuerdadiametral.
Unarecta no puede intersecar a un circulo en més de dos puntos.
Duplicando el arco menor de una circunferencia se duplicalacuerda.
Una recta perpendicular a unatangente pasa por el centro de lacircunferencia.
Toda recta perpendicular auna cuerdala biseca.
Toda recta que biseca una cuerda es perpendicular ala cuerda.
Toda recta que pasa por €l centro de un circulo biseca una cuerda.
Toda recta que biseca un arco biseca la cuerda correspondiente.
Un radio de un circulo es unacuerdadel circulo.
Unarecta perpendicular aun radio es tangente a circulo.
Todos los angulos centrales de un mismo circulo son congruentes.
Todo arco de un circulo subtiende un angulo central de igual medida.
Si dos cuerdas son congruentes, los angulos centrales cuyos lados contienen sus extremaos son congruentes.
Dos cuerdas equidistantes del centro de un circulo son congruentes.
Loslados de un poligono regular inscrito en un circulo equidistan del centro.
Toda recta perpendicular auna cuerda pasa por el centro del circulo.
Un trapecio inscrito en un circulo esisosceles.
Todo paralelogramo inscrito en un circulo es un rectangul o.
Todo poligono equilétero inscrito en un circulo es equiangulo.
Un rombo inscrito en una circunferencia tiene que ser un cuadrado.
Los angulos inscritos en € mismo arco son suplementarios.
Un rectangulo circunscrito a una circunferencia es un cuadrado.
Todo poligono inscrito en un circulo esregular.
Lamedida de un angulo esigual asu longitud.
Dos arcos de una misma circunferencia son congruentes si tienen igual longitud.
Si dos cuerdas son perpendiculares a una tercera en sus puntos extremos, son congruentes.
Un angulo agudo inscrito siempre interseca un arco de medida menor que 90°.
Todo triangulo inscrito en una semicircunferencia es un triangul o rectangulo.
Dos angulos que subtienden el mismo arco son congruentes.
Una recta que biseca una cuerda biseca el arco correspondiente.
Toda recta que pasa por €l centro es mediatriz de una cuerda.
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En cadaunadelassiguientesfiguras (2a5) O esel centro del circulo.

2 Enlafigural:

N P
Hipdtesis: NM = I5_(3
Tesis: MOP = N(SQ
o .
MP = NQ
Figura 1
3 Enlafigura2:
a b. C.
Hipotesis:  AC = BC Hipdtes's.  AD = BD Hiptess.  AD ~BD
Tesis: AD = BD Tesis: AM = BM Tesis: AC = BC
D
Figura 2
4, Enlafigura3:
A
B T [ —
Hipotesis: AD | OB
C-0-D
b 0 ¢ Tesis: AB =~ BC
Figura 3
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5 Enlafigura4:

a b. C.

Hipétess. AB=x=CD Hipdtesss OP | AB Hipétesiss  OP | AB
OP L AB 0QLCD 0QLCD
0Q LCD OPQ = OQP OP =0Q

Tesis: OPQ =0QP Tesis: AB=CD Tesis OC =OB

A
C
B
D
Figura 4

6. Enlafigura5: S . -— .
Hipotesis: enel circuloO, AB escuerdadiametral,

D C E espunto medio de OB y
CEP L AOB en E
DC|AB; PM ~AB en {N}

0 E M punto medio de DC
D, Cy P estén enlacircunferencia O

P Tesis: N punto medio de PM y OE
Figura 5

7. Por el punto T detangenciade dos circulos setraza unacuerda ATB . Demuestre que lastangentesen A y B
son paralelas.

8 Doscirculosde centros O, y O, sontangentesen T . Setrazaen O, lacuerda TM y enel circulo O, unacuerda

TN perpendicular a TM. Demuestreque O,M y O,N son paralelas.

9 En un circulo se trazan dos segmentosradiales OA y OB Yy unacuerda MN perpendicular alabisectriz (S( del
angulo AOB, quecortaa OA en P ya OB en Q. Demuestreque OP =0Q y PA=QB.
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10.  Sedandoscircunferenciasconcéntricas. Demuestre quelas cuerdas delacircunferenciaexterior que son tangentes
alacircunferenciainterior, son congruentes.

11.  Pruebe que la cuerda menor que se puede trazar por un punto interior de unacircunferenciaes perpendicular a
la cuerda diametral que pasa por ese punto.

12 Encadaunadelassiguientesfiguras (6 a23) encuentre losvalores de las variables indicadas: X, v, z.

!
y v
2x < <>
2x +20° i
3x N X
Figura 6 Figura 7
X
130 )

Figura 8

Figura 10

Figura 9

Figura 11
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14.

16.

17.

Sobre la semicircunferencia de didmetro AB se eligen los puntos D y E taes que m(AB):QOOy

m(BE) = 72°; luego setrazan lascuerdas AD, DE y EB (figura24).

a. Determine AD, DE, EB. ¢De qué poligonos son lados?

b. Halle la medida de los angulos EAB, DBA, ADB, EDB y ACB, S C es lainterseccion de laprolongacion
deAD y BE.

c. Determinesi e cuadrildtero DCEM esinscriptiblesiendo M lainterseccionde AE y BD .

Figura 24

En un semicirculo de didmetro AB setrazaunacuerda AC tal que m(B/AT:) =28°, y luego setrazala tangente

XDz pardlelaa AC (figura25). Hallem (ADX) Yy m(BDZ).

20°
A () B

Figura 25

Demuestre que un trapecio isosceles es inscriptible en un circulo y que sus diagonal es se cortan sobre la cuerda
diametral perpendicular alas bases.

Enunacircunferenciapor el punto medio A del arco BC setrazandoscuerdas AD y AE cualesquieraque cortan
lacuerda BC en My N, respectivamente. Demuestre que el cuadrildtero DEMN esinscriptible.

Demuestre que en un triangulo rectédngulo en A , €l piedelaaltura AH , € vértice A y los puntos medios delos
catetos estan sobre unamismacircunferencia. Determine ademés el centroy el radio delacircunferencia

L as bisectrices de los angul os de un cuadrilatero convexo cualquiera se cortan enlos puntos M, N, Py Q . De-

muestre que €l cuadrilatero MNPQ esciclico.
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19,

D, E, y F son los pies de las aturas AD, BE y CF del triangulo ABC isosceles de vértice A, y O esel

ortocentro. Muestre que @ cuadrilatero CDOF es inscriptible en un circulodecentro |. Pruebeque DFE estangentea
lacircunferenciadecentroll.

Muestre que en un triangulo los vérticesBy Cy lospies H y M delasaturas BH Yy CM estén sobrelamisma

circunferencia. Si m(A)=45°y m(C)=60°, halle la medida de los dngulos del cuadrildtero BCHM . Calcule
lamedida de los angulos entre las diagonales del cuadrilatero y de ellas con los lados.
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Capitulo-

Circunferencia

Modulos 18y 19

1. Determine si cadaunadelas siguientes afirmaciones es verdaderao falsa:

= Siunanguloinscritoy un angulo central subtienden el mismo arco, entonces lamedidadel angulo inscrito es el
doble de lamedidadel angulo central.

= S dos cuerdas congruentes se intersecan, la medida de los segmentos de una cuerda son respectivamente
congruentes con |0os segmentos de la otra.

= El angulo formado por una secante y una tangente que secortanenel exterior del circulo tiene por medida
lamedia aritmética entre las medidas de |os arcos intersecados.

= El segmento que une los puntosde interseccion de doscirculos secantes es perpendicular al segmento que
unelos centros.

= Si dos arcos son congruentes, entonces el angulo inscrito en uno de ellos es congruente con €l angulo inscrito

en el otro.

De dos cuerdas, es mayor la que més alejada esté del centro del circulo.

Una recta que biseca dos cuerdas es perpendicular a cada una de €ellas.

El radio de unacircunferenciainscrita en un triangul o equil &ero esigual aun tercio de laalturadel tridngulo.

Dos cuerdas congruentes que se cortan en un circulo son diagonales de un trapecio isosceles.

Dos cuerdas perpendicul ares determinan en una circunferencia cuatro arcos tales que lasumade las medidas de

dos arcos opuestos esigual alamedidade lasemicircunferencia.

Los siguientes problemas (2 a 6) se resuelven de acuerdo con lafigura dada.

2. Enlafigural:

Hipdtesis.  semicirculo O

m(BAC) = 30°
¢ A-O-B-D
DC tangente
30° Tesis: AACD esisosceles
A 0 B D
Figura 1
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3.Enlafigura2: C

Hipotesis: semicirculo O

BC tangenteen B

F AB didmetro
AFDC bisectriz de BAE
A 0 B
Tesis: BC=BF;, FD=DC
Figura 2

4. Enlafigura3:

Hipdtesis:  semicirculo O
AD =DC =0A
M punto medio de AE

Tesis: BD bisectrizde ABC
Figura 3 AE =2EC; m(AEB)="?

5.Enlafigura4: m( DAE) =7

Hipbtesis:  circulo O
M punto medio de AB

MP y MQ cortana AB
enLyN

Tesis. PLNQ esinscriptible

Figura 4

6. Enlafigura5:

Hipotesis: circulo O
A ABCD cuadriléterociclico
DH L AC; Cl L DB
Tesis: ADH = BCI
B
Figura 5
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10.

14,

16.

17.

A, B, C y D soncuatro vértices consecutivos de un poligono regular de nuevelados. Halle la medida de los
angulos del cuadrilatero ABCD Y € angulo entre las diagonales.

ABCD es un cuadrilatero inscrito enuncirculo O, y MNPR es un cuadrilétero circunscritoa mismocirculoy
cuyos lados son tangentes a circulo en los vértices de ABCD .

a Demuestreque MN + PR = MR + NP.
b. m(@)zlzoo, m(g?;):ﬂoo y m(BQC) =95°, con Q punto de interseccién de las diagonales AC Y BD.

Halle las medidas de los arcos restantes, ademas las medidasde losangulosinterioresde ABCD y MNPR .
Encuentre también la medida de los angulos formados por las prolongaciones de loslados opuestos, en ambos
cuadriléteros.

Doscircunferencias O, y O, se cortan enAyD. Se uneA con el punto medio M de 0,0, y setrazala

perpendiculara AM en A, lacual cortaa O, en B yaO, en C. Demuestreque AB = AC.

Doscircunferencias O, y O, sonsecantesen A y B. Por A setrazan lasdos cuerdas diametrales AOC y AOD.

Setrazatambién CD. Demuestreque CD esperpendicular a AB.

Sean A y B dospuntossobrelacircunferencia. Setrazan doscuerdas AM y AN cualesquiera, luego las cuerdas

BM' pardlelaa AM y BN’ paralelaa AN. Demuestreque MN' esparalelaa MN.

Se hace pasar un circulo por los puntos medios deloslados de un tridngulo rectangulo. Demuestre que el arco
exterior alahipotenusaesigual aladiferenciade losarcos exteriores alos catetos.

Doscirculos son tangentesen T. Setrazan las secantes BTC y B'TC'. Demuestreque BB’ y CC’ son paraelas.

El triangulo ABC esté inscrito en un circulo O, Las alturas AD y BF se cortanen H. Se prolonga AD hasta
cortar alacircunferenciaen M. Demuestreque HD = DM.

Dos circunferencias O, y O, sonsecantesen A y B. Por A y B setrazan respectivamente las secantes MAN

y PBQ. Demuestreque MP esparalelaa NQ.

Doscircunferencias O,y O, se cortan en A 'y B. Por A se trazalasecante MAN Yy por M Y N setrazanlas
tangentes. Demuestre que el dngulo entre estas tangentes es congruente a angulo entre las tangentes en B.

Dos circunferencias congruentes O, y O, son secantes pasando unapor el centro delaotray cortdndoseen M y

N.Por M setrazalasecante AMB,con A en O,y B en O,. Demuestrequeel ANAB esequilétero.

Dos circunferencias O, y O, son congruentes y secortanen M y N. Por M se traza una secante que cortaa

O,en C ya O, en D. Demuestreque el ANCD esisosceles.
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Sedan A, B, C,y D en eseorden sobre unacircunferencia. m(BC) = 2p, m(CD) = 2n, m(DA) = 24

a. Hallelamedidadel angulo que cadalado hace con ladiagonal.
b. Hallelamedidadel &ngulo entrelas diagonales.

¢. Hallelamedidadel angulo entre AB y DG.

—_—  — — —>

ABCD esun cuadrilaterociclico. BA y CD se cortan en E, y CF y DA se cortan en F. Demuestre quelas
bisectricesde E y F son perpendiculares.

Doscirculos O, y O, son tangentes exteriormenteen B. Setrazaunatangente exterior comin MN Y latangente

interior comina O, y O, ; estas tangentes se cortan en A. Lacuerda BM cortaa O,Aen C y BN cortaa O,A
en D.

MN
a. Demuestreque AB = -

b. Demuestre quelosangulos O, y O, y NBM son rectos.
c. Demuestre que CD es paralelo a MN.

0,

d. Sipor A selevantalaperpendicular AP a 0,0,, demuestre que AP =

Doscirculos son tangentesinteriormenteen T. Setrazaalacircunferenciainterior en P latangente APB, con A
y B enlacircunferenciaexterior. Setrazaluego larecta TP quecortaalacircunferenciaexterioren Q. Demuestre

que Q esel punto medio del arco AB y que TP eslabisectriz del angulo ATB. (Sugerencia: trace latangente
comlny prolongue BPA.)

Dos circunferencias O, y O, son tangentes exteriores en T,y £ es la tangente comun. Si desde un punto p
cualquierade ¢ setrazan pp Y pg tangentesa O, y O,, respectivamente, demuestre que PA=PB.

Seanuncirculo O y dosrectas no secantes ni tangentes al circulo. Determine el camino més corto de unarectaala
otratocando €l circulo.

Sobre una circunferencia se trazan tres arcos: m(@)=90°, m(éE) =60°y m(éf)) =90°:

a Hallee angulo quehacen AC y BD, AB Y CD.

b. Al trazar lastangentespor A, B, C y D seformael cuadrilatero A'B'C'D’. ¢Es A'B'C'D’ inscriptible? Halle
loséngulos A, B',C'y D"

ABC esunasecanteauncirculo O en B y C, y AED esotrasecanteal circuloen D y E. Si BC = ED, entonces

AC = AD.
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27.  Enuncirculo O seprolongaunacuerda AB unalongitud BC =r con A—B-C. Setrazael segmento CFOE que
es un didmetro prolongado. Pruebe que m(AOE) = 3m (ACE).

28.  Enuncirculo O setrazaunacuerda AB sobrelacual setomaunpunto D queseuneconunpunto C cuaquiera
sobrelacircunferencia. Setrazan las mediatricesde AD y CcD gue se cortan en M. Demuestre que OM es

perpendicular a AC.

29.  Haciendo centroen A, punto cualquieradelacircunferenciade centro O, se describe una circunferenciatangente

alacuerdadiametral AB delacircunferencia O. De B y C setrazan tangentesalacircunferencia A. Demuestre
que tales tangentes son paralelas.

30. Sedaunpunto A sobre una circunferencia O y unpuntointerior alacircunferenciaO. Setrazan lacuerda BC
perpendicular a AP ensupunto medio D, BP quecorta a la circunferencia en B’y CP quecorta a lacircun-

ferenciaen C'. Demuestre que BB'C’ = BB'A.
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Capitulo 6, mddulos20 al 23

Este capitulo trata el temade la geometriaque més dificultad lesdaalos estudian-
tes. Por eso se empieza haciendo un repaso aritmético de las proporciones con sus
propiedades, que luego se aplican en €l estudio de los segmentos proporcionalesy
especialmente en el teoremade |abisectriz. Posteriormente se analizalasemejanza
de figuras geométricas y particularmente la de tridngul os, que permite establecer
relacionesentrelosladosdel trianguloy llegar asi alademostracién del teoremade
Pitégoras como relacion bésicaen el triangulo rectangulo.

El teorema de Pitagoras hace posible que se puedan establecer relaciones métricas
en un triangulo cualquiera, tales como el lado en funcién delosladosy el teorema
de Stewart —que es béasico para hallar la mediana y la bisectriz en funcién de los
lados-. Se halla ademés la férmula de Herdn de Algjandriay se demuestran los
teoremasde Euler, Menelao y Ceva, que establecen otrasrel aciones entreloslados
de un tridngulo. Finalmente se estudia la potencia de un punto respecto a una
circunferenciay se analiza el segmento aureo, ademas de larelacion que hay entre
los lados de un poligono de n lados y un poligono de 2n lados, inscritos en un
circulo.






Méduld 20

Segmentos proporcionales

20.1 Proporciones(revision)

20.2 Segmentos proporcionales

abbowNPpE

ONOUAWNBRE

Contenidos del mddulo

20.1.1 Propiedades de las proporciones

_ Objetivos del modulo

Giovanni Ceva

. Definir unaproporcion. (1648-1734). Matematico italiano nacido en Milan
. Enumerar las propiedades de | as proporciones. y muerto en Mantua.

. Definir ladivision de un segmento en unarazon dada.

. Demostrar el teoremafundamental de segmentos proporcionalesy su reciproco.

. Demostrar el teorema de la bisectriz (interior o exterior) deun tridnguloy su

reciproco.

_ Preguntas bésicas

. ¢Quéesunarazén?

. ¢Qué es unaproporcion?

. ¢Cbémo sellaman | os elementos de una proporcién?
. ¢Qué propiedades tienen las proporciones?

¢Qué son segmentos proporcional es?

. ¢Cémo se establecen proporciones entre segmentos?
. ¢Cudl esel teoremadelabisectriz?
. ¢Como se cal culan los segmentos determinados por | as bisectrices?

_Introduccion

Seiniciaeste médulo con unarevision sobrelas proporciones de cantidades reales
y se pasa luego a estudiar los segmentos proporcionales. Se analizan después los
segmentos determinados, sobrelos lados de un tridngulo, por una secante paralela
al tercer lado del triangulo. Seterminacon el andlisis delos segmentos determina-

dos por labisectriz (interior o exterior) de un triangul o, sobre el lado opuesto de su
prolongacion.

Vea el médulo 20 del
programa de
televisiUn Geometrla
Euclidiana
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20.1 Proporciones (revision)

Definicion 20.1.1

Unarazén eslarelacion que establecemos entre dos cantidades de la misma clase
en las mismas unidades.

Larelacion entrelas dos cantidades es el cociente entre las medidas delos elemen-
tosindicados. Podemos, por jempl o, establecer larazon entrelaslongitudes de dos
segmentos cualesquiera, o entre las medidas de dos angulos si estas medidas estan
en las mismas unidades.

La razdn entre dos cantidades a y b la denotamos %, alb, a+b oa:byla

leemos“a esab”, con b = 0. Como unarazén es unafraccion, entonces todas las
propiedades o leyes que rigen alas fracciones se pueden aplicar alas razones.

Una razon es una cantidad abstracta que nos indica el niUmero de veces que una

cantidad contiene aotray seexpresalo massimplificado posible. Enlarazon a: b,
ay b sellaman términos de larazdn; a es el antecedentey b es el consecuente.

Si larazén de dos cantidades cual esqui era puede ser expresada exactamente por la
razén de dos enteros, dichas cantidades se llaman conmensurables; si no sedalo

anterior selesllamainconmensurables (por emplo enlarazon v/3: 2).

Definicion 20.1.2

Una proporcidn es laigualdad de dos razones.

oo

y

oo

Si lasrazones a:by c:d soniguales, escribimos a:b=c:d otambién

leemos“aesab comocesad”.
., a.c . _ _—
En la proporcion b d a es el primer término, b es e segundo término, ¢ es €l

terceroy d es el cuarto; a y ¢ sellaman antecedentes, b y d son los consecuentes,
a 'y d son los extremos en tanto que b y ¢ son los medios de la proporcion.

Si a, b, ¢, d son cuatro cantidades proporcionales, decimos que uno de ellos es
cuarta proporcional de los otros.

Definicion 20.1.3

Varias cantidades estdn en proporcion continua cuando la primera cantidad esala
segunda, como la segunda es a la tercera, como la tercera es a la cuarta, y asi
sucesivamente.

b,
c

o|o

a
Esdecir, s a, b, c, d,--- estan en proporcion continua, escribimos: Bi

. . . a b .
Si a, b, ¢ forman una proporcién continua, tenemos 5% y decimos que b es
c

media proporcional o media geométricaentreay ¢, mientrasqueay ¢ se llaman
terceraproporcional.

L as proporciones mas sencillas son las que se dan entre cuatro cantidadesy son las

272Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



de mayor uso en geometria. Por ello es de gran utilidad enumerar algunas de las
propi edades més importantes de las proporciones.

20.1.1 Propiedades de las proporciones

1. Entodaproporcion el producto delostérminosextremosesigual a producto de
los términos medios.

a : c < a-d=b-c
b d
2. Entoda proporcién, si los antecedentes son igual es, entonces |os consecuentes
también lo son.
2.8 Lp=d
b d
3. Si laproporcion es continua, entonces:
a b

—=—=b’=a-d
b d

b esmediaproporcional o mediageométricaentreay d.

a ¢
4. Entoda proporcion b s puede:

a b
= [ntercambiar los medios: EZE

= Intercambiar los extremos:

o|la o|a

) . b
= Invertir laproporcion: 2
5. Entoda proporcion lasumao ladiferenciade los dos primerostérminoses al
segundo, como lasumao ladiferencia de los dos Ultimos es a cuarto:

a+b c+d a+b c+d
b d ' a c

entonces

(2]
oo
oo

a-b c-d a-b c-d

b d ' a ¢

6. Entodaproporcionlasumadelosprimerostérminosesalasumadelosdos Gltimos,
como ladiferenciadelos dos primeros es aladiferenciade los dos Ultimos:

a+b a-b
c+d c¢-d
Si3=E ton
b OIenoces
a+b c+d
a-b c-d

MUdulo 20: Segmentos proporcionales

Giovanni Ceva

Ceva fue, ademas de matematico, ingeniero
dedicado a la construccion de obras hidraulicas.
Esté4 considerado como el primer matematico
que abordé los temas econémicos desde esta
disciplina, lo que se patentiza en su obra De re
numeraria, quod fieri potuit geometrice tractata
ad illustrissimos et excellentissimos dominos
Praesidem Quaestoremque. El teorema de Ceva
establece condiciones necesarias y suficientes
para la concurrencia de tres rectas.
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7. Si setienelaigualdad de una seriefinita de razones entonces la suma de los
numeradores (antecedentes) es ala suma de los denominadores (consecuentes),
como un numerador cualquiera es a su denominador:

e a+c+e+--- a
=—=..., entonces —=E=

sa.t <
b d f b+d+f+- d f

20.2 Segmentos proporcionales
Definicion 20.2.1

Dos segmentos son proporcionales a otros dos cuando la razén de las medidas
(longitudes) delosdos primeros esigual alarazon delas medidas delos otros dos.

Las medidas o longitudes de | os segmentos deben estar en las mismas unidades. Si
las medidas de los segmentos | as representamos por a, b, ¢, d, entonces tenemos.

a_
b

£
d

Un segmento AB es media proporcional entrelos segmentos CD y EF si secumple
que

CD_AB . AB_EF
A8 EF 2P CcD T AR’

y por lapropiedad 1 de las proporciones:
AB? =CD-EF = AB =+/CD-EF,

esdecir, AB esmedio geométrico entreCD y EF.

El siguiente teorema nos muestrala divisién de un segmento en unarazon dada.

Teorema 20.2.1

Dado un segmento AB, sdlo hay dos puntos C y D tales que larazén de distancias
deellosalosextremos Ay B esigual aun nimero dado k.

1. El puntoC estaentreAy B, A—C —B, ta que

2C _« figura20.1 1
BC (figura20.1) (@]
Demostracion
Supongamos que existe otro punto C’ tal que
AC'
™k
BC' @

Tendriamos entonces % = % ,' Y por propiedad de proporciones:
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AC+BC AC'+BC' AB
= = =

BC BC'
luego C =C" (coinciden).

MUdulo 20: Segmentos proporcionales

28 . Bc-BC’

BC BC’

2. El punto D estaen laprolongacion de AB, A—B—D , tal que:

©)

Supongamos que existe otro punto D’ en laprolongacién de AB tal que:

AD

Yk i

BD (figura20.2)
AD"_

BD'

AD AD'

@

De(3) y (4) obtenemos 0 = D y por propiedad de proporciones:

AD-BD AD'-BD' AB
= > —=
BD

BD BD*
luego D = D" (coinciden).
CI
A C B

Figura 20.1

ﬁ: BD =BD'
BD'
D!’
A B D

Figura 20.2

Si un punto P divide aun segmento AB enlarazén (orelacion) m: n (figura20.3),

podemos escribir:

PA_m
"PB n

PA m
2. —=

AB m+n

, PB__n
"AB m+n

A

m

Figura 20.3

Nota: no se deben confundir m,n con las medidas de los segmentos.

Si el punto P divide al segmento MN en larelacién 3:4, entonces podemos escribir

Ejemplo20.2.1
(figura20.4):
3
3/7
4 P
4/7
N
Figura 20.4

M PM _3
PN 4
PM _3
MN 7
PN_4
MN 7
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Teorema 20.2.2: Teorema fundamental de segmentos
proporcionales (TFSP)

Toda recta paralela a un lado de un tridngulo determina sobre los otros dos lados
segmentos proporcionales (figura20.5).

Hipdtesis:. AABC cualquiera
C-D-A C-E-B

DE || AB
regs  CD_CE
' DA EB
Figura 20.5
Demostracion

Supongamos que hay una unidad de medidau que esta contenidam vecesen AD
y nvecesen DC. Obtenemos asf que CD=nu, DA=mu Yy

CD nu CD n

TAT =T M

DA mu DA m
Por todoslos puntos divisores de CA trazamos paralelas AB (quinto postulado de

Euclides), determinadndose en cB segmentos congruentes (teorema fundamental
del paralelismo), cada uno de medida t. Entonces CE =nty EB=mt, y por
tanto
CE nt CE n
BT M BB m @
EB mt EB m
CE

CD
De(1)y (2) obtenemos: TA" B

Nota:

a SienCA y CB las unidades de medidau y t no estan contenidas un nimero
exacto de veces, €l teorema se demuestra usando conceptos de limites.

b. Si aplicamos las propiedades de | as proporciones podemos escribir:

Corolario20.2.1

CD_CE_ CD+DA_CE+EB_ CA_CB
DA EB DA EB DA EB

Corolario20.2.2

CD_CE__DA_EB_ DA+CD_EB+CE _ CA_CB
DA EB CD CE cCD  CE CD CE
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Corolario20.2.3

Si enlafigura20.5 trazamospor D unaparaldlaa CB, podemos (usandoloscorolarios

CA_CB_AB
20.2.1y 20.2.2) demostrar que <<

CD CE DE (necerlo).

c. Larectaparalela DE puede cortar |as prolongaciones de los otros dos lados y
€l teorema contintasiendo verdadero (figuras20.6y 20.7).

E—»—'D ¢

v
e’

v

A > B D E

Figura 20.6 Figura 20.7

Teorema 20.2.3: Reclproco del TFSP

Si unarectaal cortar adoslados de un tridngul o determina segmentos proporciona-
les, esparalelaal tercer lado (figura20.8).

A
Hipétesiss.  AABC cuaquiera
A-D-B, A-E-C
D E'
E AD_AE
DB EC D
Tesis: DE ||BC
B C
Figura 20.8
Demostracion

Supongamosque DE hoesparalelaa BC y sea DE || BC . Entonces, por & TFSP,

AD _ AE'

obtenemos que —= DB _E'C )

AE' AE AE+E'C AE+EC

DeMyY@: 5 c"ec™ EC  EC
L AC _AC e Ec
EC EC

Por tanto E'= E (coinciden) . DE ||BC .

MUdulo 20: Segmentos proporcionales
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Teorema 20.2.4

Si tres 0 més rectas paralelas cortan a dos transversales cual esquiera, [os segmen-
tos que determinan en unade ell as son proporcional es a sus correspondientes de la
otratransversal (figura20.9).

o Hipotesis: ¢, 114, 111, 11,

o
P

!

VN
T > & t, t, transversales en

i: A,B,...,I
44
- JLH L e AB_EF AC_EH
o SN, % BcTFRH %cp HIT
/ Figura 20.9 \

Lademostracién sedejacomo gjercicio.
Sugerencia: tracepor E, F y H paralelasa t,.

Teorema 20.2.5: De la bisectriz

Entodo tridngulo labisectriz de un angulointerior o exterior divide al lado opuesto
a su prolongacion en segmentos proporcionales a los lados adyacentes.

Demostracion

. Labisectrizinterior (figura20.10)

E
./ Hipotesis.  AABC cualquiera
x"’f’} ‘AD bisectrizinteriorde A
B-D-C
4 Tesis BD CD,BD BA

BA AC DC CA

Figura 20.10

Demostracion
Trazamos por C unaparalelaalabisectriz AD, lacual cortaalaprolongacion de

AB enE.

Obtenemos: 1~ 2 (‘AD bisectriz)

~—~ o~

son angulos alternos internos entre AD || CE )

1=~ 4 (son dngulos colaterales entre AD ||CE )
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Por transitividad: 1= 2=3=4. Por tanto AE = AC porque 423
Por el TFSP( AD || CE ) obtenemos:

BD BA BD BA

DC AE DC AC

BD_DC
BA AC

. Labisectriz exterior (figura20.11)

MUdulo 20: Segmentos proporcionales

v

" F Hipdtesis:  AABC isosceles

* AE bisectriz exterior

t)2 B-C-E

e BE_CE B _BE
o SIS BA CA °AC CE

b
Figura 20.11
Demostracion

Por €l punto C trazamos una paralela ala bisectriz AE, lacual cortaa AB en el

punto K.
Obtenemos: 1= 2 (AE hisectriz)
1= 3 (son angulos alternos internos entre AE ||CK )

2= 4 (son angulos colaterales entre AE [|CK )

Por transitividad: 1= 2=3= 4. Por tanto AK = AC porque 4= 3
Por &l TFSP(CK || AE ) setieneque:

BE BA BE BA

BE CE
_— e = = =
CE KA CE AC

°BA AC

Nota: si el AABC esisosceles, labisectriz exterior del &ngulo del vérticeesparalela

alabasey € teoremano se cumple.

Teorema 20.2.6: Reciproco

En todo triangulo ABC los puntos que dividen a BC 0 a su prolongacion en seg-
mentos cuyas longitudes son proporcionales a los lados adyacentes son 10s pies

de las bisectrices trazadas desde el vértice A.
. Labisectrizinterior de A (figura20.12)
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Tesis:

Figura 20.12

Demostracion

Supongamosque AD no eshisectrizy que AM

Entonces, por el teoremade labisectriz:

Hipotesis: AABC cualquieraD estaentreBy C

BD_BA
DC CA @

AD bisectrizde A

eslabisectrizde A con B—M —C.

BM BA
B @
MC CA
De(1)v(2) 1 BD _BM
e(1) vy (2) tenemosque DC . MC
Por las propiedades de proporciones:
BD+DC _BM+MC _ BC E:DC:MC

= — =
DC MC DC MC

Por tanto D y M coincideny concluimosque AD esbisectriz de A .

" Labisectriz exterior (figura20.13)

«
’

47
S Hipétesis. AABC con P < BC tal
que
S BP_AB
N CP AC
B c N P Tesis AP bisectrizde A
Figura 20.13
Demostracion

Supongamosque AP noesbisectrizy que AN eslabisectrizde A con B—C - N.

Por €l teoremade |abisectriz:

BN _BA
CN AC
BP BN
De(1)y (2) obtenemos — = —
Wy @ PN

Por las propiedades de proporciones:
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BP-CP BN -CN
CP CN

BC _BC

— = CP=CN
CP CN

Por tanto P y N coincideny concluimos que AP es bisectriz de A.

Ejemplo20.2.2

Dados los tres lados a, b, ¢ de un AABC, calcular, en funcion de los lados, los
segmentos determinados sobre un lado por los pies delas bisectrices (figura20.14).

AABC con AE, AD
bisectrices, AB =¢
BC=a, AC=b
hallar BD, DC, BE, CE

Hipotesis:

Tesis:

Figura 20.14
1. Labisectrizinterior AD:

BD BA

BD _BA_ BD+DC_BA+AC
DC CA -

DC CA

BC BA+AC
>—=—
DC AC

a c+b

DC b
DC CA
—_—
BD BA

ab
b+c

DC+BD CA+AB
BD AB

DC =

BD BA
==
DC CA

BD =2

BC CA+AB
b+c

a b+c
- —= =
BD AB

BD

2. Labisectrizexterior AE :

BC BA-CA

BE BA BC
CE CA

BE-CE BA-CA
CE CA

CE CA

CE _CA

CE-BE CA-BA -BC CA-BA
BE BA

BE BA BE BA

— BE=_2C
c-h

-a b-c

- — =
BE C c

MUdulo 20: Segmentos proporcionales
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Complete cada unade las siguientes afirmaciones (1 a7):
1 2:3=__:12

2 :3=6x:__=24:18

3  5:4=10: = _28=5J2:

4, Si 3x=2y,entonces X:y=__:

5 S 2x:3y=7z:5t,entonces X:y=__:

6. S a:b=3:2,entoncesa+b:b=__:

4

7. SiX+y3y=7,entoncesX:y=_:_
Enlosejercicios8al0haleel valor de x, y segin seael caso:
8 X+3:4=4:(x-3)
9 (3x+8):(x-2)=(3x+5):(x-2
10. X:4=y:5=3:2

Hallelacuartaproporcional entre5, 3y 2.

Hallelaterceraproporcional entre9y 16.
13,  Halelamediaproporcional entre6y 24.
14.  Demuestrelapropiedad 5 de las proporciones.
15,  Demuestre lapropiedad 6 de |as proporciones.

16.  Demuestrelapropiedad 7 de las proporciones.

17.  Si a,b,c formanunaproporcién continua, demuestre que larazénde laprimera alatercera esigual alarazén
duplicadadelaprimeraalasegunda.
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18.  Lalongitud de un segmento es 60 cmy es dividido por un punto en dos segmentos cuyarazéon es3 ab. Hallela
longitud de cada segmento.

19.  El perimetro deuntridngulo es48 cmy loslados estén en larazon 3:4:5. Hallelalongitud de cadalado.

2. Enlafigural PM eslabisectrizde P . Completelas proporcionesindicadas.

. RM_ @*_
RP QM
RM +MQ QP

C. MQ d. ﬁ——

Figura 1

P > 0

21, Enlafigura2 % ||ﬁ .Hallex.

Figura 2
2. Enlafigura3 AD esbisectrizde A, AB=6, AC=5Y BC =8. HaleBDy DC.

A

B D C

Figura 3

Ejercicios del modulo 20




23, Enlafigura4, ¢paracud delos siguientes enunciados MN || BC ?

a AB=14;AM =6;AC =7; AN =3. A
b. AB=12;MB=3;AC=8;AN =6.

C. AM =6;MB=5;AN =9; AN =6.

d. AC=21;NC=9;AB=14; AM =5.
e AB=20;AM =16; AC =30; AN = 23.

7 ”\
B C
Figura 4

24.  Enlafigura5 ABC = DEC.

a S DC =BE, BC=6, AD=8, hale EC .
b.Si EC =7, DC =2BE, AD =14, hale AC.
c.Si AC=24, DC=CB, EC =4, hadle BC.
d.Si CE =2EB, CB =20, hale DE .

C E B

Figura 5

25 Enlassiguientesfiguras (6 al3) halex.

C D

A 10 D x B A4 4 B 16 C

Figura 6 Figura 7
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'y
10 .-
18 x =
D b o
M R N
15 »
12 1 / y_l

A E B

Figura 8 Figura 9

F
12
£ [
b DY A T
21 - \15'
X B 10 C

Figura 10

Figura 11

¢ c
8 24 x+5 2x+ 1
D
3
A
B X

A

A
Figura 12 Figura 13
26. ABCD es un paralelogramo en el cual setieneD—M —C y DH bisectriz de Dcon A~H-M . S AB=14,
BC =16, AH =13y MC =8, halleHM.
27.

Si enuntridngulo ABC setieneB—-D—A, B—-E—-C, DE||AC, BD =a, BE = 2AD Y EC = 2a, halleloslados
ABY BC.
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28, Sienuntriangulo ABC setieneque AD, CE , BF son bisectrices de losangulos A,CyB,y s AC =30, BC =8
y AB =36, haleAF,CD yBE.

20, Enuntriangulo ABC setraza, por el punto medioM de AB, MN paraleloa% con A—N —C. Setomaun punto

Dta que M —D—Ny DM : DN = AC : AB . Luego seuneD a punto medio P de BC . Demuestreque PD esla
bisectriz del angulo MPN.

0.  Seael circulodecentroOy AB unacuerdadiametral prolongadahastaP con A—B—P. DesdeP setrazan PM Y

PN tangentes ala circunferencia de centro O; lacuerda MN cortaa AB enQ. Demuestre que QA _ MA

QB MB’
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Médulo@

Semejanza de triangulos

Contenidos del médulo

21.1 Semejanzadetriangulos

| Objetivos del médulo

. Definir poligonos semejantes.

. Definir triangul os semejantes.

. Presentar el teoremade Talesde Mileto.

. Analizar los criterios de semejanzade triangul os.

A WN P

. Preguntas basicas

. ¢Cuando dos poligonos son semejantes?

. ¢Qué propiedades cumple la semejanza de poligonos?

. ¢Cuando dos triangul os son semejantes?

. ¢Quéesel teoremade Tales?

. ¢Cuales son |os criterios que se deben tener presentes para que dos triangulos
sean semejantes?

a b~ wdNPE

Introduccién

En esta seccion se presenta una definicidn de poligonos semejantesy se particula
riza paratriangulos. Se demuestra el teoremade Tales de Mileto y se aplicaen la
demostracion de diferentes criterios que determinan si dos triangulos son o no
semejantes.

Tales de Mileto

(c. 624-c. 548 a.C.). Filésofo y matemati- co
griego nacido en Mileto, Asia Menor.

Vea el mddulo 21 del
programa de
television Geometria
Euclidiana
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21.1 Semejanza de triangulos

En lavidadiaria nos encontramos con €jemplos muy comunes que hos estdn mos-
trando elementos parecidos 0 semejantes: la fotografia, los planos a escala, las
fotocopias ampliadas o reducidas, etc.

Enlageometriapodemos afirmar que dosfiguras son semejantessi tienenlamisma
formapero no necesariamente el mismo tamafio.

Definicion 21.1.1

Dos poligonos son semejantes si y solo si tienen los angulos respectivamente
congruentes y |os lados correspondientes proporcionales (figura 21.1).

H
c I
D
EQ
AQ f“
a F
B
Figura 21.1
S A=E. B=F . C=H D=jyAB_BC_CD_DA

EF FH HI IE’

entonces decimosque el poligono P, essemejante con el poligono P, y escribimos:
P~P.

L os lados correspondientes en dos poligonos semejantes son |os lados adyacentes
a los angulos congruentes.

Sellamarazon de semejanzael nlmero que expresalarazon deloslados correspon-
dientes.

Parapoder establecer una semejanzaentre dos poligonos se tienen que dar simulta-
neamente las dos condiciones; si s6lo se da una de las condiciones no necesaria-
mente |os poligonos son semejantes:

a. Si consideramos un rectangulo y un cuadrado, sus angulos son congruentes
pero sus lados no son proporcionales.

b. Si consideramos un rombo y un cuadrado, sus lados son proporcionales pero
sus angulos no son congruentes.

Si dosfiguras son congruentes, larazén de semejanzaes 1y decimosquelasfiguras
Son semejantes.
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La semejanza de figuras geométricas es una relacién de equivalencia, es decir,
cumple las propiedades:

Reflexiva F, ~ F,
Siméricas F,~F, > F, ~F

Transitiva F, ~F,AF,~F, > F ~F,
Nota:si F, = F, AF, ~ F,, entonces F, ~ F,.

Definicion21.1.2

Si ABC «» DEF esunacorrespondenciabiunivocaentrelos vértices de dostrian-

gulos tal que los angulos correspondientes son congruentes y los lados corres-
pondientes proporcionales, entonces la correspondencia es una semejanza. Deci-

mos que los tridngul os son semejantes y escribimos AABC ~ ADEF. Enlafigura
21.2 sea ABC «» DEF tal que:

A=D, B=E, C=F

AB _BC_CA 4 | AABC ~ ADEF
DE EF FD

c_a_b

f d e

Figura 21.2

En los tridngulos semejantes generalmente los lados correspondientes son los
opuestos a los angulos congruentes, y reciprocamente.

La semejanza de tridngul os cumpl e las propi edades de |a semejanza de poligonos.

L as condiciones de semejanza de triangul os se pueden reducir como lo indican los
siguientes teoremas.

MUdulo 21: Semejanza de triengulos

Tales de Mileto

En su juventud viaj6 a Egipto, donde aprendi6
geometria de los sacerdotes de Menfis, y
astronomia, que posteriormente ensefiaria con
el nombre de astrosofia. Segun Tales, el
principio original de todas las cosas es el agua,
de la que todo procede y a la que todo vuelve
otra vez. En geometria, y con base en los
conocimientos adquiridos en Egipto, elaboré un
conjunto de teoremas generales y de
razonamientos deductivos a partir de éstos.
Todo ello fue recopilado posteriormente por
Euclides en su obra Elementos, pero se debe a
Tales el mérito de haber introducido en Grecia
el interés por los estudios geométricos.
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Teorema 21.1.1: Teorema de Tales

Toda recta que corta a dos lados (o a sus prolongaciones) de un triangulo, y es
paralelaal tercer lado, determinaun segundo triangulo que essemejante al primero
(figura21.3).

A E D
—_—
~ 1,
1/
B C B C
Figura 21.3

Hipétess.  AABC, donde DE || BC
Tesis: AADE ~ AABC

Demostracion

A com(in o bien Al = Az por opuestos por el vértice; ademés, como DE ||ﬁ,
C.

entonces 51;I§ y E =

Por el corolario 20.2.3 del teoremafundamental de segmentos proporcionales obte-
nemos:

AD_AE_BC
AB AC DE

y por tanto AADE ~ AABC.

Teorema 21.1.2: A-A

Si dos triangul os tienen dos angul os respectivamente congruentes, son semejantes
(figura21.4).

A

Figura 21.4
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Hipdtesis. AABCY ADEF

A=D

BxE
Tesis: ADEF ~ AABC
Demostracion

Sean P un punto sobre AB y Q sobre AC talesque AP=DE y AQ=DF.
Entonces AAPQ = ADEF por L-A-L, lo cual implica APQ = E, y como E=B
(hipdtesis), entonces APQ =B y por consiguiente PQ || BC . Por el teorema de
Tales, AAPQ ~ AABC por ser PQ || BC .

Si AAPQ = ADEF y AAPQ ~ AABC, entoncesconcluimosque AABC ~ ADEF.

Corolario21.1.1
Dos tridngulos que tienen sus angulos congruentes son semejantes (A-A-A).

Corolario21.1.2
Dos triangul os rectangul os que tienen un angulo agudo congruente son semejan-
tes.

Corolario21.1.3
Dos triangulos isdsceles que tienen un angulo correspondiente congruente son
semejantes.

Corolario21.1.4
L os triangul os equilateros son semejantes.

Teorema 21.1.3: L-A-L

Si dos tridngulos tienen dos lados proporcionalesy el angulo comprendido con-
gruente, son semejantes (figura21.5).

B C

Figura 21.5

MUdulo 21: Semejanza de triengulos
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Hipotesis: AABCY ADEF
A=D
AB AC
DE DF
Tesis: AABC ~ ADEF

Demostracion

SeaM un punto sobre AB y N sobre AC tal que AM =DE y AN =DF. (1)

Entonces AAMN = ADEF por L-A-L. )
Como E—A—C hipétesis), si sustituimos (1) obtenemos:

& = o (hipotesis) ) .

AB —£:> AB—AM  AC-AN N BM _ NC

AM AN AM AN AM AN

lo cual indica que MN divide los lados del AABC en segmentos proporcionales y
por tanto MN || BC (reciproco del TFSP).

Por el teoremade Tales, AAMN ~ AABC. ©)
De(2)y (3) concluimosque AABC ~ ADEF.

Corolario21.1.5

Dos tridngulos rectangul os que tienen sus catetos correspondientes proporciona-
les son semejantes.

Teorema 21.1.4: L-L-L

Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes proporcionales, son semejan-
tes(figura21.6).

B C
Figura 21.6

Hipdtesiss  AABC, ADEF

AB_AC_BC
DE DF EF
Tesis: AABC ~ ADEF
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Demostracion
Sobre AB tomamos un punto M tal que AM = DE y trazamos MP ||BC que

cortaa AC enP.

Por €l teorema de Tales, AAMP ~ AABC or CoNSi uienteﬁ—ﬁ—ﬁ'
’ Y P 9 AM AP MP’
ero como AM = DE, entonces AB_AC_BC @)
P B DE AP MP
Delahipstesis o = A¢ _BC )
POISS 5 " DF T EF

De (1) y (2): AP = DF y MP = EF. Por tanto AAMN = ADEF (L-L-L).
Si AAMP ~ AABC y AAMN = ADEF , entonces AABC ~ ADEF.

Teorema 21.1.5

Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes paralelos o perpendiculares
entresi, son semejantes (figura21.7).

Figura 21.7

Demostracion

Sean los AABC y DEF cuyos lados son respectivamente paral el os o perpendicul a-
res.

Sabemos que dos angulos que tienen sus lados paralelos o perpendiculares res-
pectivamente son congruentes o suplementarios; podemos entonces escribir:

=D o m(A)+m(D) =180°

A~ A~

B=E o m(B)+m(E)=180°

T

I

C=F o mC)+m(F)=180°

No es posible que los angulos sean suplementarios porque

m'(A)+m(D) +---+m(F) = 540° > 360°. L uego solo queda A=D B=E y

C=F y los triangulos son semejantes por A-A.

MUdulo 21: Semejanza de triengulos
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Teorema 21.1.6

Si dos tridngulos son semejantes entonces los segmentos (alturas, medianas,
bi sectrices) correspondientes estdn en lamismarazon que loslados correspondientes.

La proposicion anterior se da como teorema por las aplicaciones que tiene. Su de-
mostracion se degjacomo gercicio.

Ejemplo21.1.1

Enlafigura21.8:

A

Hipétesis.  triangulo isdsceles ABC
AB=AC, B-P-C
PN LAC: PM L AB

Tesis: PM-CN =PN-BM

M, N
B P C
Figura 21.8

Demostracion
En los tridngul os rectangulos PMB y PNC setiene B=C, y por tanto:

PM _ BM

APMB ~APNC > ——=——=PM -CN =PN-BM
PN CN
Ejemplo21.1.2
Enlafigura21.9:
D C
Hipdtesis.  paralelogramo ABCD
B-E-C; A-B-F
£ Tesis: AF -CE = DC - AD

DE:CE=DF:AD

A B F

Figura 21.9

Demostracion
Como ABCD es un paralelogramo, entonces A= C , DC || ABF y CDF = F.
ACDE ~ AAFD (A-A) y tenemoslaproporcion:

CcD_CE_DE

= = = CD-AD =CE-AF
AF  AD FD
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ACDE ~ ABFE (A-A) y obtenemos:

CD DE CE DE FE
_:_:_:> [—

BE FE BE  CE BE @

AAFD ~ ABFE (BE || AD) y obtenemos:

AF_AD_FD__FE_FD
BF BE FE BE AD

DE _FD
CE AD

@

De(D)y(2):

Ejemplo21.1.3

Demostrar que el triangulo formado por un vérticey los piesdelasalturastrazadas
desde los otros dos vértices es semejante con el tridngulo original (figura21.10).

Hipdtesis: AABC cuaquiera

CM L AB
AN 1 BC
Tesis: ABMN ~ ABCA
Figura 21.10
Demostracion

ANBA ~ AMBC son tridngulos rectangul os que tienen el angulo agudo B comdn.
NB _BA
MB BC
entonces ABMN ~ ABCA por L-A-L.

por ser ANBA ~ AMBC . Como B escomina ABCAY a ABMN,

Ejemplo21.1.4

ABCD esun cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en O; por O trazamos oM pa-
raelaa BC cortando a ‘AB enM. SeaN un punto en AD tal que MN esparalelo
a BD . Demostrar que ON esparaleloa CD (figura21.11).

A
M \ Hipotesis:.  cuadrilatero ABCD
BD cortaa AC enO
B > D N
0 OM ||BC, B-M-A
MN ||BD, A-=N-D
Tesis: ON || DC
C
Figura 21.11

MUdulo 21: Semejanza de triengulos
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Demostracion

Demostremos que ON divide los lados AC y AD del AACD en segmentos
proporcionalesy apliquemos el teorema 20.2.3 (reciproco del TFSP).

AM  AO _ MO

AAMO ~ AABC (OM || BC : teoremade Tales). Luego: — B AC BC 1

(MN || BD : teoremade Tales). L uego: AM _ AN _ MN #)
AAMN ~ AABD I €90 = =5 =B
De(1)v (2) obt AM ~AO _ AN 3
e(1)y (2) obtenemos: =", === ®)
AC AD AC-AO AD-AN OC ND
De(d): 1o =5 = = ===
AO AN AO AN AO AN

y por el teoremareciproco del TFSP (teorema20.2.3) concluimosque ON || DC .

Ejemplo21.1.5

Enlafigura21.12:

Hipdtesis: AABC cuaquiera
A=CBD
Tesis: BD? = AD-CD

(&
Figura 21.12

Demostracion

Como A=CBD y D es comun a los triangulos ADB y BDC, entonces
AADB ~ ABDC (A-A) y obtenemos la proporcion:

AD _DB
BD DC

= AD-CD = BD?
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1 En cada unadelas siguientesfiguras (1 a6) hallex, y segin €l caso.

B C
12
24 8 y
E D
4
y
X
A B
cC 10 D 15 A
Figura 1 Figura 2
C C
10
Y D 12
x 6
- A E B
A 16 H 4 B 20
Figura 3 Figura 4
A
y
X 8
ul
B 4 C z D
Figura 5 Figura 6

Ejercicios del modulo 21



2 Sean A-B-C y D-B-E talesque DAB = BCE y CE =3AD. Demuestre que AC = 4AB.
3 AByCDsecortanenO. Si AC ||BD, demuestreque AO-OD =CO-OB.

4 En el paralelogramo ABCD, M es el punto medio de DC, y AC y BM se cortan en P. Demuestre que
PM -PB =PA-PC.

5, En el tridngulo ABC, A—-D-C y B—E—-C talesque DB=DA y DE bisecaa BDC . Demuestre que
AB:BC =DE:EC.

6. Enel triangulo ABC, A—-D—-B y m(C) = 2m(A) talesque CD hisecaa C , AC =b, BC =a y AB =c . Demues-

treque c=+a’+ab.
7. Setiene AABC ~ ADEF , con AM y DN medianas. Demuestre que AM : DN = BC : EF.

8  Eneltriangulo ABC, BD esbisectrizde B,y DE ||[BC con A—E-B. Pruebeque AD:DC = AE : ED.

9 End tridngulo ABC, CM eslabisectrizexteriorde C con M —A—B, Yy CA=CN con C—-N-B.
Pruebe que AN :CM = BN : BC.

10,  Enel tridngulo ABC, C-D—Ay A—E—B taesque CE L DB enO. Pruebeque AE _ AC
EB DC

Capitulo 6: Relaciones métricas




Médulo 22

Relaciones métricas
Contenidos del mUdulo

22.1 Relaciones métricasen € triangul o rectangulo
22.2 Relaciones métricasen untriangulo cualquiera

© Objetivos del m0dulo

. Definir qué esunarelacion métrica.

. Definir laproyeccion ortogonal.

. Deducir el teoremade Pitagoras.

. Establecer relaciones entre |os segmentos de un triangul o rectangul o.

. Relacionar los segmentos notables con los lados de un triangulo cualquiera.

a b~ wNPE

_ Preguntas besicas

. ¢Quéesunarelacion métrica?

. ¢QUE es una proyeccién ortogonal ?

. ¢Quérelaciones se pueden establecer entreloslados de un tridngul o rectangul o?

. ¢Qué propiedadestiene laalturarelativaala hipotenusa en un triangulo rectan-
gulo?

. ¢COmMo estan relacionados entre si los lados de un tridngul 0?

. ¢COmMo se relaciona un segmento con los lados de un triangul o?

7. ¢Quérelacion se puede establecer entrelamediana, labisectrizy laalturaconlos

lados del tridngulo?
8. ¢Qué otras relaciones se pueden establecer entre segmentos de un tridngul 0?

A WDN P

o Ol

* IntroducciUn

Esta secci6n empieza definiendo dos conceptos bési cos: relacion métricay proyec-
cion ortogonal. Luego se estudian las rel aciones que se pueden establecer entrelos
lados de untriangulo rectangul o, especialmente el teoremade Pitagoras. El médulo
avanza con las relaciones que se pueden establecer entre los lados, y entre los
segmentos notablesy loslados de un tridngul o cual quiera. Por Ultimo, se presentan
teoremas clésicos de lageometria, como son el de Steiner-Lemus, el de Euler, el de
Menelaoy el de Ceva.

Pitegoras

(c. 572- ¢. 497 a.C.). FilUsofo y mateme-
tico griego nacido en la isla de Samos y
muerto en Metaponto (hoy desaparecida).

Vea el mUdulo 22
del programa de
televisiUn Geometrla
Euclidiana
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22.1 Relaciones métricas en el triangulo rectangulo

Definicion 22.1.1

Una relacién métrica entre varias longitudes es una relacion algebraica entre los
ndimeros que representan dichas longitudes en las mismas unidades.

En adelante, cuando se menciona producto de segmentos o de lados, cuadrado de
un lado, mediana, bisectriz o altura, suma o diferencia de segmentos o lados, etc.,
nos estamos refiriendo a los nimeros que indican las medidas o longitudes de
dichos elementos.

Definicion 22.1.2

Sellama proyeccién ortogonal de un punto sobre unarecta (o un plano) el piedela
perpendicular bajadadel punto alarecta(oa plano) (figura22.1). (P’ eslaproyec-

cion de P sobre 2.)

~

A
L
]
i
~

P!’
Figura 22.1

Definicion 22.1.3

La proyeccion ortogonal de un segmento sobre unarecta (o plano) es el segmento
cuyos extremos son las proyecciones de los extremos del segmento (figura 22.2).

B

\

4

A
Ay
=3 I S

Figura 22.2

Enlafigura22.2, A’y B’ son las proyecciones de los puntos extremosA y B; y

A'B' eslaproyeccion de AB sobrelarecta /.

Si el segmentoy larectason paralelos, |a proyeccién es congruente con el segmen-
to dado y su longitud esreal.

En cualquier triangulo una altura siempre determina sobre el lado segmentos que
son las proyecciones de los otros dos lados (figura 22.3).
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B H C H B C
Figura 22.3

Asi, enlafigura22.3enel AABC, laaturaAH determinalos segmentosBH y HC

gue son las proyecciones de AB y AC, respectivamente, sobre BC.

Teorema 22.1.1

En todo tridngul o rectangulo la alturarel ativa ala hipotenusa determina dos trian-
gulos rectangulos semejantes entre si 'y semejantes al triangulo original (figura
24).

A Hipodtesis: AABC rectangulo en A
AH 1 CB
b c AB=c,BC=a, AC=b
h AH=h,CH=m, HB=n
Tess: ACHA ~ AAHB ~ ACAB
C o H " B
+ a +
Figura 22.4
Demostracion

C = HAB por ser complementos de B y los tres tridngulos son semejantes por
tener un angulo agudo congruente, es decir: ACHA ~ AAHB ~ ACAB.

Corolario22.1.1
La altura relativa a la hipotenusa es media proporcional entre los segmentos que
determinasobreella(figura22.4).

Como ACHA ~ AAHB , entonces::

CH HA CA

h
AH HB AB n

:%:n:hzzmn o)

Corolario22.1.2
Todo cateto es media proporciona entre la hipotenusay la proyeccion del cateto
sobre la hipotenusa.

Como ACHA ~ ACAB , obtenemos:

CH _HA_CA

, CH h_b
" CA AB CB a

:>%=—=—:>b2=a~m ©

MUdulo 22: Relaciones mEtricas

Pitagoras

Los estudios mas importantes realizados por la
escuela de Pitagoras fueron el de los nimeros
primos y el de los cuadrados, esenciales en la
teoria de los nimeros. Desde este punto de
vista aritmético cultivaron el concepto de
namero, que llegd a ser para ellos el principio
crucial de toda proporcion, orden y armonia en
el universo. En geometria el gran descubrimiento
de la escuela fue el teorema de la hipotenusa,
conocido como teorema de Pitagoras, que
establece que el cuadrado de la hipotenusa de
un triangulo rectangulo es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados.
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Como AAHB ~ ACAB , obtenemos:

AH HB AB h n c 5
3, —=——=—=—=—=—=>C"=a-n ©)
CA AB CB b ¢ a

Corolario22.1.3
El cuadrado de lahipotenusade un triangulo esigual alasumadelos cuadrados de
los catetos.

Sumando lasrelaciones(2) y (3) del corolario 22.1.2, obtenemos:

b2+02:am+an:a(m+n):a~a:a2

Por tanto a® =b? +¢2.
Larelacion anterior se conoce como teoremade Pitagoras.

Corolario22.1.4
El cuadrado de la razon entre los catetos es igual alarazén entre sus respectivas
proyecciones sobre la hipotenusa.

Dividiendolasrelaciones(2) y (3) del corolario 22.1.2, obtenemos:

2
b2 am b m
—2:—:> —_ = —
c® an c n

Corolario22.1.5
El cuadrado de larazdn entre la hipotenusay un cateto esigual alarazén entrela
hipotenusay la proyeccion del cateto sobre ella.

Usando larelacion (2) o (3) del corolario 22.1.2, obtenemos:

Corolario22.1.6
Laalturaala hipotenusa es cuarta proporcional entre la hipotenusay los catetos.

Delaproporcion (2) (corolario 22.1.2), obtenemos:

h b a b
—_,—— s —=—
c a c h

Corolario22.1.7
Enuntriangulo rectangulo €l cuadrado del inverso delaaturaesigua alasumade
los cuadrados de los inversos de los catetos.
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Deloscorolarios22.1.1, 22.1.2y 22.1.3 tenemoslasrelaciones:

h=m-n,b?’=a-m,c*=a-n, a?=b*+c?
Por tanto ph2.¢2 = a?m-n = b?.c? = a%h? Y obtenemos

a® b*+c® 1 1 1

ah P2 h b
22.2 Relaciones métricas en un triangulo cualquiera

El siguiente teorema es una generalizacion del teoremade Pitdgorasy nos permite
expresar un lado de un tridngulo en funcion de los otros. En trigonometria se le
conoce como teorema del coseno.

Teorema 22.2.1

En todo triangulo el cuadrado de lamedida de un lado opuesto a un éngulo agudo
esigual alasumade los cuadrados de las medidas de |os otros dos lados menos €l
doble producto de uno de ellosy la proyeccion del otro sobre €l (figura22.5).

Hipotesis: AABC con AB=c, BC=a,
AC=b,CH LAB, AH =m
HB=n,CH=h

Tesiss b?=a?’+c*-2c-n

¢
Figura 22.5
Demostracion
Enel ACHA setieneque b? = m? +h? )
Enel AABC delafigura22.5setieneque m=c—n.
Ahorahbien: mZ:(c—n)2 :(n—c)2 =n?+c¢*-2nc @
Enel ACHB setiene h? =a? —n? ©)

Reemplazando (2), (3) en (1) obtenemos:
b?>=a’*+c*-2cn

Teorema 22.2.2

En todo tridngulo el cuadrado de lamedidadel lado opuesto aun angulo obtuso es
igual alasumadelos cuadrados de las medidas delos otros doslados, masel doble
producto de lamedidade uno de ellosy la medida de |a proyeccion del otro sobre
é (figura22.6).

MUdulo 22: Relaciones mEtricas
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Hipdtesiss AABCcon AB=c, BC =a
AC=b; CH L AB :altura

HA=n, HB=m
Tesis: a®=b*+c®+2cn
Figura 22.6
Demostracion
Enel ACHB setiene a® =h*+m? )]
Enel ACHA setiene h? =b? —n? (%)
Enel ACHBsetiene m=c+n=m’=c?>+n’+2c-n ©)

Sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos: a® =b? +¢* + 2cn

El siguiente teorema nos permite calcular la longitud del segmento que une un
vértice con un punto cualquiera del lado opuesto.

Teorema 22.2.3: De Stewart

Hipdtesis.  AABC cuaquiera
CH L AB
AB=c,BC=a,CA=b
CD=d, DA=m, DB=n

i

]

i

]

=l
H

1)

Tesis: d’c=a’m+b*n—cmn
1 + H -
¢ |
Figura 22.7

Demostracion
Si enel AADC el angulo ADC es agudo obtenemos, por el teorema22.2.1:

b? =d?+m?—-2m-HD @
Si enel ACDB el angulo CDB esobtuso, por el teorema22.2.2 obtenemos:

a’=d?+n*+2n-HD @

Si (1) lamultiplicamospor ny (2) por m, obtenemos:

b?n=d?n+m?n—2m-n-HD (©)
a’m=d?m+n’m+2n-m-HD @
Sumando (3) y (4) obtenemos:

a’m+b’n=d?(m+n)+mn(m+n)

Pero m+n =c, y organizando tenemos:

d’c=a’m+b*n—cmn
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Nota: esteteoremafue enunciado sin demostrar por Mattew Stewart (1717-1785) en
1746; fue redescubierto y demostrado por Thomas Simpson (1710-1763) en 1751,
por Leonhard Euler (1707-1783) en 1780y por Lazare NicolasCarnot (1753-1823) en
1803.

Corolario22.2.1

En todo triangulo la suma de los cuadrados de las medidas de dos lados esigual a
dosvecese cuadrado delamedidadelamedianarelativaal tercer lado, méslamitad
del cuadrado delamedidade estelado (figura22.8).

C
Hipotesis: AABC cualquiera
CD mediana
by m, ¢ AB=c, BC=a, CA=b
2 c?

Tesis: a’+b?=2(m,) =

A D B

' cl2 + cf2

Figura 22.8

Demostracion
Como CD esmediana, entonces AD =c¢ /2= DB. Paraaplicar € teoremade Stewart
setiene: m=AD=c/2; n=DB=c¢/2 ; CD=d = m,. Si sustituimos en

d?c=a’m+b’n—cmn, obtenemos:

(m)’c=a ‘%+b2' -c-

L
2

N|o

Simplificando y organizando obtenemos:

2 2 2 ¢
a’+b*=2(m,) -

Corolario22.2.2: Lamedianaen funcion deloslados
El resultado del corolario anterior nos permite expresar lamedianaen funcion delos
lados, asi:

» a?+b® (cY
(mc): 5 |3 oA

«Entodo triangulo el cuadrado delamedidadelamedianaesigual alasemisumade
los cuadrados de las medidas de los lados adyacentes menos el cuadrado de la
mitad del tercer lado» (figura22.8).

Corolario22.2.3

En todo triangulo la diferencia de los cuadrados de las medidas de dos lados es
igual adosvecesel producto delamedidadel tercer ladoy lamedidadelaproyec-
cion delamedianarelativaaestelado (figura22.7).

MUdulo 22: Relaciones mEtricas
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Demostracion
Si delademostracion del teoremade Stewart tomamoslasexpresiones(3) y (4):

a’m=d*m+n’m+2n-m-HD

bn=d’*n+m’n-2n-m-HD
y los restamos, obtenemos:

a’m-b*n=d?(m-n)+n-m(n—-m)+4n-m-HD
SiCDenlafigura22.7esmedianaa m=AD=c¢/2=n=DB.

C p2.8_4.C8C

Por tanto a®-——b*-—=4.=.=. DH

2 2 2 2
Dedonde: a?—b?=2c-DH.
Teorema 22.2.4

En todo tridngulo la diferencia de los cuadrados de las medidas de dos lados es
igual aladiferenciadelos cuadrados de las medidas de sus respectivas proyeccio-
nessobreel tercer lado (figura22.9).

C
Hipdtesiss ~ AABC cuaquiera
AC=b,BC=a,CH L AB

b a AH =m, BH =n

TeS.S: a.2_b2 :n2_m2
m n n
A H B
Figura 22.9

Demostracion
Si aplicamos el teoremade Pitagorasen el AAHC y enel ABHC, obtenemos:;

a’=n’>+CH?, b>=m?+CH?,y restando:
a2_b2=n%—m?

Ejemplo22.2.1
Demostrar que en todo triangulo la suma de los cuadrados de las medidas de las

medianas es % de la suma de los cuadrados de las medidas de los lados (figura
22.10). A
Hipotesis: AABC cuaquiera
AF , BD, CE medianas
E D AF=m_,BD=m, CE=m,
AB=c,BC=a, AC=b

. 3
Tesis: mj+m§+mf=z(a2+b2+cz)

B F C
Figura 22.10
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Solucion

Aplicando sucesivamente el corolario 22.2.2 paracadamediana, tenemos:

nz D+ _(E ?
: 2 2

Sumando miembro amiembro:
b?+c?+a’+c?+b*+a? a’+b?+c?

2 2 2 _
m, +mg;+m; = 5 2

Reduciendo términos semejantes:

3
m§+m§+mf=—(a2+b2+cz)
4

Ejemplo22.2.2: Labisectrizen funcion deloslados

Determinar lamedidadel segmento de bisectriz del angulo interior de un triangulo
enfunciéndelosladosdel triangulo (figura22.11).

Hipotesis: AABC cuaquiera
AD bisectrizdel A
AD=Db,, BD=m, DC=n
BC=a, AB=c, AC=b

bc
- b, = /bc——a2
Tesis: (b+c)2

B D C

t a t
Figura 22.11
Solucion

De acuerdo con €l teoremade Stewart:

(ba)za:b2m+c2n—am~n ()

Por el teoremadelabisectriz:

m ¢ m+n c+b a c+b a-b
B == =D —=—— = N=—— ()
n b n n c+b
n b n+m b+c a b+c a-c
m ¢ m c m c b+c
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Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:

(b )Za—bz ac e ab _a ac ab
2 b+c c+b b+c b+c
Simplificando obtenemos:

(ba)2=bc— be a? = b = bc—iz-a2
(b+c)

(b+ c)2 ‘
Nota: labisectriz podemos expresarlaen términos del perimetro del tridngulo, asi:

ba:\/L[(bm)?-aﬂ:\/ P (bicra)(brc-a)

(b+c)2 (b+c)

Como 2p =a+b+c, entonces:

2p-2a=b+c-a
Por tanto: p, = L, Jbc(2p)(2p - 2a)
b+c

b, =2 Jocp(p—a)
b+c

dondeb y ¢ son los lados adyacentes alabisectrizy p es el semiperimetro.

2
Entonces: b, :Lb«/abp(p—c) y b, :m\/acp(p—b)
a+

Ejemplo22.2.3: FérmuladeHer én deAlgandria

Determinar la medida de la altura de un triangulo en funcién de la medidas de los
lados(figura22.12).

Hipdtesis: triangulo ABC
AB=c,CA=b, AC=a
CH =h, : dtura

a+b+c .
p= 2 . semiperimetro

B__ . 2
| Tesis hC=E\/p(p—a)(p—b)(p—c)
Figura 22.12

Enel AAHC, gplicando el teoremade Pitdgorasseobtiene: h? =b” -m*. (1)

Como A esagudo, por e teorema22.2.1 obtenemos: a? =b?+ c2—-2cm.  (2)

Despejando de (2) am, elevando al cuadrado y reemplazando en (1), sellegaa:
(b2 +c%-a? )2

h2 — b2 _
‘ 4c?
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Reduciendo aun comdn denominador: 4c’h? = 4c?b? —(b2 +c? - a2)2 .
Descomponiendo como un producto de factores:

4c’h? =(a+b+c)(a+b-c)(a+c—b)(b+c-a) €)
Comod perimetroes 2p =a+b+ ¢, s retamoslamismacantidad (2a o 2b 0 2c)
al perimetro obtenemos: 2(p—-a)=b+c-a; 2(p-b)=a+c-b;
2(p-c)=a+b—c, ya sustituir en (3) se obtiene:

4c’h? =2p.2(p-c).2(p-b).2(p-a).

Ty 4
Simplificando: h? :c_f(p_a)(p_b)(p_c)'

Luego h, :é\/p( p—a)(p-b)(p-c),dondep esel semiperimetro.

Nota: un escritor arabe dice que Arquimedes fue el descubridor de la formula

A=p(p-2a)(p-b)(p-c) del area de un triangulo en funcion de los lados.
Esta formula se encuentra en un trabajo posterior de Herén de Algjandria.

Ejemplo22.2.4: Teoremade Seiner-Lehmus

Si las bisectrices de dos angulos de un triangulo son congruentes, € triangulo es
isosceles (figura22.13).
»C " Hipotesis: AABC

AE bisectrizde A
BD bisectrizde g
AE=~BD,; AB=c, BC=a,

CA=b
AE=Db,, BD=h,
Tesis: AABC isosceles
Figura 22.13
Demostracion
Dd gemplo22.2.2, tenemos.
2 2 bc 2 2 2 2 e BN
AE" =b; =bc— 78 ; BD* =b’ =ac- ~b?; como AE ~BD,
(b+c) (a+c
entonces b’ = h?, y por tanto:
2 2 2 2
b — bca —ac- ach i — be- bca ac+ acb -0
(b+c) (a+c) (b+c) (a+c)

Factorizando:

= bc(l— a’ 2]—ac[1— b* 2]:0
(b+c) (a+c)

MUdulo 22: Relaciones mEtricas
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Simplificando:
= b(b+c-a)b+c+a)—-a(a+c-b)(a+b+c)=0
= (b+c+a)[b2+bc—ab—a2—ac+ab}=O
= b?’-a*+bc—ac=0
= (b-a)b+a)+c(b—a)=0
= (b-a)lb+a+c)=0

Como (b+a+c)>0,entoncesh—a=0Y b=a. Luego AABC esisdsceles.

Nota: este teorema fue propuesto por primeravez en 1840 por C. L. Lehmusy lo
demostro Jacobo Steiner.

Ejemplo22.2.5: TeoremadeEuler

En todo cuadrilatero la sumade los cuadrados de las medidas de los lados es igual
ala suma de los cuadrados de las medidas de las diagonales mas cuatro veces €l
cuadrado de la medida del segmento que une los puntos medios de las diagonales
(figura22.14).

C

Hipotesis:  cuadrilétero ABCD
M punto medio de AC

N punto medio de BD
AB=a,BC=b,CD=c, DA=d
Tesis: a?+b?+c?+d?=AC?+BD?+4MN?

Figura 22.14 B
Demostracion

Trazamos AN y CN gue son medianas por ser N punto medio.

Si aplicamoslamedianaen funcién deloslados (corolario 22.2.2) en formasucesiva
enlostridngulos DAB, DCBy ANC, tenemos:

2 2 2 2 2 2
ANz & td _(%J L oan2zo 2+ 2d°-BD

2 2 2 C)

2 2 2 2 2 _RpM?2
CN2:b +c¢” (DB N 2CN2=2b + 2c¢“-BD (2)
2 2 2

_ 2AN?+ 2CN?- AC?

MN 2 ©)

MN?

_ AN2+CN? (ACY
2 2
Sustituyendo (1) y (2) en (3) obtenemos:

2 2 2 2 2 2
4|\/|N2=2a +2c; BD +2b +2(; BD _AC?

2a®+ 2b% + 2c% + 2d* - 2BD? —2AC?
2

4MN? =
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AMN?=a%?+b*+c?+d?>-BD?-AC?
. AC?2+BD?+4MN?=a%?+b?+c?+ d?

Ejemplo22.2.6

Desde un punto P interior aun triangulo ABC se trazan segmentos perpendicul ares
alosladosenM,NyQcon A-M-B, B-N-C y C-Q-A. Demostrar que

BN?+CQ?+ AM?* = NC? +QA? + BM ? (figura22.15).

Hipotesis: AABC con P e interior , PM | AB -
PQ LAC, PN LBC.

Tesis: BN?+CQ?+ AM? = NC? + QA? + MB?

Figura 22.15

Demostracion
UnimosaP conlosvértices. Apliquemosel teorema22.2.4 en:

a ABPC: PB2-PC2=BN?-NC?
b. ACPA: CP?-PA? =CQ?-QA?
C. ABPA: PA2—PB? = AM? — MB?

Sumando, obtenemos:
0=BN’+CQ’ + AM? —(MB’ + QA® + NC?)

. BN2+CQ? + AM? = MB? + QA? + NC2

Ejemplo22.2.7: TeoremadeMenelao

Si una secante corta los tres lados de un tridngulo, entonces € producto de las
medidas de | os tres segmentos que no tienen extremos comunes esigual a produc-
to delas medidas de | os otros segmentos (figura 22.16).

Hipotesis.  AABC cuaquiera
/AB={M}
/AC ={N}

¢NBC ={P}

B C P Tesis AM-BP.NC =BM -CP-AN
Figura 22.16
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Demostracion

Trazamos BD , AE y CF perpendicularesalarecta ¢y tenemos
ADMB ~ AEMA (¢por qué?)

DM MB DB MA EA MA DB _

AT ER Z wEos S wE EAC ®
EM  MA EA MB DB MB EA

AAEN ~ ACFN (¢por qué?)

AE AN EN AE AN AE CN
CF CN FN CF CN CF AN

ADBP ~ AFCP  ¢por qué?

DB BP DP DB BP BP FC
FC CP FP FC CP CP DB

Multiplicando (1), (2) y (3) obtenemos:

Ejemplo22.2.8: TeoremadeCeva

Lasrectas que unenlosvértices de un tridngulo con un mismo punto O determinan
sobreloslados seis segmentostales que el producto delas medidas detresde ellos
sin extremos comunes, esigual a producto delosotrostres (figura22.17).

A M C
0 Hipdtesis. AABC cualquiera
A-M-C,B-C-P, A-N-B
N s CN ABM AP = {0}

Tesis: CM-AN-BP =AM -NB-PC
B
Figura 22.17

Demostracion

Consideremosel AANC Y lasecante BOM . Por el teoremade Menel ao:
CM -AB-ON =MA-NB-OC @

Consideremosel ACNB Y lasecante POA . Por € teoremade Menel ao:
CP-BA-ON = PB-NA-OC @
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pe(D tonemos. M- A8 NO 3
e (1) tenemos: MA BN OC ®
Do tenemos FB.AN.OC 4
e (2) tenemos: PC AB ON @

. molficando, optenermos M AN BP _
Multiplicando (3) y (4) y smplificando, obtenemos: MA NB PC
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Enlafiguralel AABC esrectanguloenAy AD 1 BC.

1

2

3

4

5

6.

Si AC=15,CD=9 yAD=21,haIIeAB. Figura 1 B
Enlafigura2 halle x de acuerdo con los datos dados.
AB=5; BC=20; DC=7; AD=xX.
AB=15; OA=8; DC=12; BC=x.
D
AB=10; DC=6;, AD=12; BC=x. O\I
Figura 2 C
Complete lasiguiente tablade acuerdo con lafigura 3.
c AB 8
BC 2
CD 43
DA
DB 10v3
L 60° AC | 83
A D B

S BD=12y DC =4, halleAD.
S BC =20y DC =4, haleAC.

Si BD=9y AB=24, haleCD.

Figura 3
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9

10.

14,

16.

17.

Enlafigura4 ABCD esun cuadradodeladoa, con m(ABE) =30°AF 1 BE enH.Halle: AH, AE, BH, EH, DF y
HF.

D F C
E
H
A B
Figura 4

Si ladiagonal de un cuadrado mide 52 , ¢cudl eslamedidadel lado del cuadrado?

En unrectangulo larazén entreloslados diferenteses 2:5. Si el producto delosladoses6.250, ¢cud eslamedidade
los lados?

LasdiagonalesAC y BD del rombo ABCD secortanenO. Si BD =23 y AD =543, haleAO.

LasdiagonalesAC y BD deun trapecio rectangulo ABCD secortanenO. Si AB||[DC, AD L DC, AD=DC =a
y AB = 2a , encuentre AO, BO, COy DO.

ABC es un triangulo rectangulo en A, con AD bisectriz interior de A y AE bisectriz exterior de A
(B-D-C-E). S AB=28yAC =21, hdleDE.

En un triangulo rectangul o isbsceles ABC, de base BC, setraza CD perpendicular a AB . Establezcalarelacion
AB’ + BC* +CA® = BD? + 2DA* + 3CD?-

ABC esun triangulo rectangulo en A. Desde el punto medio de D de AB setraza DE perpendicular a BC.
Establezcalarelacion EC2 — EB? = AC?. (Sugerencia trace DC.)

En untridngulo equildtero ABC, AH =h eslaalturay B—-H - D -C tal que DC =%BC =%£. Halle AD:
a Enfuncion del lado a.
b. En funcién delaalturah.

Enuntriangulo ABC rectanguloenA, seda A-D-B y C—F —E - B talesque AD =8, DF L AB y DE L BC.
Si BC =40 y AC =32, halleé perimetro del triangulo DEF.

Ejercicios del modulo 22




19.  ABCD esuncuadradodelado ¢. Exteriormente seconstruyeel triangulo equilatero BCP. Hallelamedidade AP .

20.  ABCesuntridngulorectanguloen A,y F esel puntomediode AB . Seda C — A— B tal que ADEF esun cuadrado.
S AB=4ay AC =3a, haleCE.

Si enun paralelogramo ABCD, DC =32, CB =17y AC = 43, encuentre el valor de DB.

Losladosdel triangulo ABC miden: AB =30, BC =36, AC =12. Halleel valor delas medidas de | as bisectrices
AD,BEyCF.

23. Demuestre que en todo paralelogramo la sumadelos cuadrados de las medidas de las diagonales esigual alasuma
de los cuadrados de las medidas de | os lados.

24.  Lasmedidasdelosladosdeuntriangulo son 39, 41y 50 cm. Hallelaaturarelativaal lado que mide 50 cm.

25 Losladosdeuntriangulomiden 7,9y 14 cm. Hallelas medidas de las proyecciones de |l os dos primeros|ados sobre
el tercero.

26. ABC esun triangulo rectanguloen A. Si B-D =E =C son tales que BD = DE = EC, demuestre que

AD” + AE® + DE? =§BC2.

27.  Unladodeuntridngulomide 60y laaturay lamedianarelativasadicho lado miden 12y 13, respectivamente. Calcule
€l perimetro del tridngulo.

28 Losladosa, b, c deuntriangulo miden 20, 32y 46, respectivamente. Calcule:

a. Laalturarelativaal lado mayor.
b. Labisectriz del &ngulo mayor.
¢. Lamedianarelativaal lado menor.

2. AD Y AE son, respectivamente, laalturay labisectriz relativasalahipotenusa BC del triangulo rectangulo ABC,
con B-D-E-C. Caculed perimetrodel triangulosi BE=6y EC =8.

30.  Lahipotenusadeuntridngulo rectangulo mide 60 cmy uno delos catetos 12 cm. Hallelamedidadelaalturarelativa
alahipotenusay ladistanciadel piedeestaalturaa punto medio delahipotenusa. ¢Cud eslamedidadelamediana
relativa ala hipotenusa?
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Médulo

Relaciones métricas en la
circunferencia

Contenidos del médulo

23.1 Relacionesmétricasen €l circulo
23.2 Relaciones métricas en poligonosregulares

. Objetivos del mddulo

1. Definir potencia de un punto respecto a una circunferencia.

N

N OO0k~ W

. Establecer relaciones entre |os segmentos determinados por rectas secantes o

tangentes.

. Definir gjeradical y centroradical.

. Demostrar losteoremas de Ptolomeo.

. Dividir un segmento en mediay extremarazon.

. Expresar laapotemade un poligono regular en funcién del lado.

. Hallar el lado (¢,,) deun poligono regular en funcién del lado (¢,) deotro

poligono con lamitad el nimero de lados.

. Preguntas bésicas

1. ¢Qué es potencia de un punto respecto a una circunferencia?

N

~NOoO oA~ W

8.
9.

. ¢Quérelacion hay entrelos segmentos determinados por secantes a unacircun-

ferencia?

. ¢Como serelacionalapotenciacon el radio del circulo?

. ¢Quéesel geradical?

. ¢Qué propiedad tiene todo triangul o inscrito en una circunferencia?

. ¢Qué propiedad tienen las cuerdas en una circunferencia?

. ¢Quérelaciones adicional es se pueden establ ecer entreloslados de un triangulo

y labisectriz?
¢Cudles son losteoremas de Ptolomeo?
¢Qué es el segmento aureo?

10. ¢Quéeslaapotemade un poligono regular y como se halla?
11. ¢Qué relaciones puede haber entre |os lados de poligonos regul ares?

. Introduccion

Para establecer unarelacion entrelapotenciade un punto aunacircunferenciay el
radio de la misma, este médulo empieza analizando |as relaciones que se pueden
establecer entre |os segmentos determinados por dos rectas secantes a una circun-

ferencia'y que se cortan en un punto y poder luego presentar el ge radical. Se

Claudio Ptolomeo

(c. 100-c. 170 d.C.). AstrOnomo, mateme-
tico y geUgrafo egipcio nacido en Tolemaida
Hermia (Alto Egipto).

Vea el mUdulo 23
1 del programa de
L televisiUn Geometrla

Euclidiana
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presentan los teoremas de Ptolomeo, en [os que se analizan algunas propiedades de
un cuadrilatero inscriptible, y se presentaademas el segmento &ureo. Seterminael
modul o estableciendo relaciones entre los lados de poligonos regulares inscritos.
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23.1 Relaciones métricas en el circulo

Definicion 23.1.1

Sea ¢ unarecta secante a unacircunferenciade centro O y radio r que la cortaen
lospuntosAy B; seaademas P un punto delarectapero exterior alacircunferencia
(figura23.1). El segmento PB se [lama segmento secantey PA se llama segmento
exterior del segmento secante.

Figura 23.1
Definicion 23.1.2

Potencia de un punto con respecto a una circunferencia es € producto constante
de las medidas de |os segmentos de una secante trazada desde el punto, compren-
didos entre dicho punto y las intersecciones de la secante con la circunferencia
(figura23.2).

D

Figura 23.2
Enlafigura23.2, lapotenciade P con respecto alacircunferenciaes:
PA-PB=PC-PD=PM PN =k
Teorema 23.1.1

Si por un punto se trazan rectas secantes a una circunferencia, €l producto de las
medidas de un segmento secante por su segmento externo esigual a producto de
las medidas del otro segmento secante por su segmento externo (figura 23.3).

Claudio Ptolomeo

Para su uso como astrénomo inventd una
trigonometria, tan completa, que sobrevivié todo
el periodo de la Edad Media. A partir de su
teorema «La suma de los productos de los
lados opuestos de un cuadrilatero ciclico es
igual al producto de las diagonales» logré
desarrollar la siguiente expresion trigonométrica:

sen(a = f)=sen a cos B tsen B cos
a .

Ptolomeo expuso su doctrina en los trece libros
de su «Gran composicion matema- tica». Para
representar la superficie esférica del globo sobre
una superficie plana, cred un sistema de
proyecciones: los paralelos son circulos con el
centro en el polo norte; los meridianos, lineas
rectas que convergen en el polo.

También, entre las obras de Ptolomeo se
encuentran, entre otras, las siguientes: Hipotesis
planetaria, Las fases astronémicas, Analemna,
Planisferio, Tetrabiblon, Optica, Geografia y, por
supuesto, la mas famosa, Almagesto.
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Hipdtess: PAB y PCD secantesala C(0,r)
Tesis: PB-PA=PD.PC

D
Figura 23.3

Demostracion

Trazamos AD y BD .

Losangulosen D y en B subtienden el arco AC, luego son congruentes.
APBC ~ APDA por A-A. Por tanto:

PB_PC . pB.PA-PD.PC
PD PA
Teorema 23.1.2

Si dos cuerdas se intersecan en un punto interior de unacircunferencia, entonces el
producto de las medidas de |os segmentos determinados en unade ellas esigual al
producto de las medidas de | os otros dos segmentos determinadas en |a otra secan-
te(figura23.4).

C

B Hipotesis: APB . CPD cuerdasde C(O,r)
Tesis: PB-PA=PC-PD

D
Figura 23.4

Demostracion
Trazamos AD y CB .
AAPD ~ ACPB por A-A, D= B, APD =CPB . Por tanto:

AP _PD_ pB.PA=PC.PD
CP PB

Losteoremas23.1.1y 23.1.2 nos muestran quelapotenciade un punto con respecto
alacircunferenciasolo dependedel puntoy delacircunferenciay no delasecante.

Teorema 23.1.3: De la potencia

La potencia de un punto con respecto aunacircunferenciaesigual aladiferencia
entre el cuadrado de su distancia al centro de la circunferenciay €l cuadrado del
radio (figura23.5).
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D
A
M 0
(&
B

Figura 23.5

Hipdtesis. PAB, PCD y PMON secantes
PD-PC=PB-PA=PN-PM
PO=d; OM =r
Tesis: Potencia=d? —r? =PM - PN
Demostracion
Como las secantes trazadas son arbitrarias entonces podemos elegir como una de

ellaslasecante que pasapor €l centro delacircunferencia. Si designamospor d la
distanciadel punto al centroy por r €l radio, obtenemos:

PM-PN =(d-r)-(d +r) = potencia
. potencia=d?-r?>=PM -PN

Del teoremade |a potencia podemos deducir:
a. S e puntoP esexterior alacircunferencia(figura23.5), d>r y d2 > r2, luego

d? —r2>0Y lapotenciaes positiva.

b. Si e punto P estasobre la circunferencia, d=ry d? —r? =0 y lapotenciaes
nula.

c. Si el puntoP esinterior alacircunferencia (figura23.5 derecha),d <ry
d?-r? <0 y lapotencia es negativa.

Teorema 23.1.4

Si desde un punto exterior aunacircunferenciase trazan unatangentey una secan-
te, lamedidadel segmento tangente es media proporcional entre todo el segmento
secantey su segmento externo (figura 23.6).

Hipdtesis: ﬁ tangentea C(O,r)
PAB secantea C(O,r)
Tesis: PT2=PB-PA

Figura 23.6
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Demostracion
Trazamos BT y AT .
APBT ~ APTA porA-A, PTA=~B, P comun. Por tanto:

PB_PT L pri—paps
PT PA

Corolario23.1.1
La potencia de un punto exterior a una circunferencia es igual a cuadrado del
segmento tangente trazado desde el mismo punto:

Potencia = PA-PB = PT?

Definicion 23.1.3

Ejeradical de dos circunferencias es el conjunto de puntos que tienen igual poten-
cia con respecto adichas circunferencias.

También el gjeradical sepuededefinir como el conjunto de puntosdesdeloscuales
se pueden trazar a dos circunferencias dos pares de tangentes congruentes (figura
237).

L 4

Figura 23.7

Notas.

1. El geradical esperpendicular alalineade centrosdelascircunferencias.

PQ esel geradical.
2. El geradical de dos circunferencias congruentes es la tangente comin en el
punto de tangencia.

3. El geradical de dos circunferencias secantes es la cuerda comin.

Teorema 23.1.5: Del triangulo inscrito

En todo tridngulo inscrito en una circunferncia el producto de las medidas de dos
ladosesigual al producto delamedidadelaalturarelativaal tercer ladoy lamedida
del diametro delacircunferenciacircunscrita(figura23.8).
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C
Hipdtesis: AABC inscrito en C(O,r)
AC=hb; BC=a
: B ELE;CH:hC:aItura
Tesis: ab=h -d
AN h
P
Figura 23.8
Demostracion

Trazamos la cuerda diametral COP y unimos P con A; el ACPA es rectangulo y
tiene con el ACBH €l éngulo agudo (P y B) congruente, luego son semejantesy

tenemos:
g:% = E:E = ab:hcd
CB CH a h

Nota: sabemosquee diametro d = 2R Y

=2 /p(p-a)(p-B)(p-0)

Podemos entonces calcular €l radio del circulo circunscrito en funcién deloslados,
asi:

ab=2-RZ[p(p-a)(p-D)(p—©)

abc

Por tantoR = )
4/p(p-2a)(p-b)(p-c)

dondep esel semiperimetro.

Teorema 23.1.6

Todo segmento de recta perpendicul ar trazado desde un punto de unacircunferen-
cia al diametro de la misma es media proporcional entre los dos segmentos que
determinasobreel diametro (figura23.9).

Hipdtesiss aAQB cuerdadiametra del circuloO

P e alacircunferencia
PH L AB
Tesis: PH? =HA-HB

Figura 23.9
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Demostracion

Trazamos AP y PB . El AAPB esrectanguloenP y PH esladturarelativaala
hipotenusaAB. Por ¢l corolario 22.1.1, tenemosque PH? = HA-HB .

Teorema 23.1.7

Toda cuerdatrazada por el extremo de unacuerdadiametral es media proporcional
entre su proyeccion sobreel didmetroy el diametro entero (figura23.10).

Hipdtesis. AOB cuerdadiametral del circulo

AP cuerdacualquiera
Tesis. AP? = AB- AM

Figura 23.10

Demostracion

Trazamos PB Y PM L AOB . LarectaAM eslaproyeccion de AP sobre AB;
siendo el AAPB rectangulo y por el corolario 22.1.2, concluimos que

AP? = AM - AB.
Teorema 23.1.8

El producto de las medidas de dos lados de un triangulo esigual a producto de las
medidas de | os segmentos determinados sobre el tercer lado por labisectriz interior,
maés el cuadrado delamedidade estabisectriz (figura23.11).

Hipitesiss  AABC, CD bisectrizde C
Tesis: CA-CB = AD-DB+CD?

Figura 23.11

Demostracion

Laprolongacién delabisectriz CD cortaalacircunferenciacircunscritaen el punto
M. Trazamos MB .

CAB = CMB porque subtienden e arco CB

ACD = DCB por ser CD bisectriz
AACD ~ AMCB por A-A, luego:
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AC _AD_CD
MC MB CB
AC-CB=CD-(CD+DM)
AC.CB=CD?+CD-DM @
Por el teorema23.1.1 (delas secantes):
CD-DM = AD-DB @

= AC-CB=CD-MC

Reemplazando (2) en(1): AC-CB =CD? + AD-DB
Teorema 23.1.9: Teorema NU 1 de Ptolomeo

En todo cuadril&tero inscrito el producto de las medidas de las diagonales esigual
alasumade los productos de las medidas de los |ados opuestos (figura 23.12).

Hipdtesis. cuadriléteroABCD, inscritoend circulo

B AC y BD diagonales
Tesis: AC-BD =AB-DC+ AD-BC
d AC-BD=a-c+b-d
A
Figura 23.12

Demostracion
Construimos el DCE = BCA; CDE ~CAB porqgue subtiende el mismo arco CB.
ACDE ~ ACAB por A-A, luego:

b _DE = CA-DE=CD-AB 1)
CA AB
Ahora, DAC = CBD porque subtienden el arco DC.

DCA = BCE por adicién de &ngulos
Luego AACD ~ ABCE ; por tanto:

AC _AD . AC.BE-BC-AD @
BC BE
Sumando (1) y (2) obtenemos:

CA-DE +CA-BE =CD-AB +BC - AD

CA(DE + EB)= AB-CD + BC - AD

.. CA-DB=AB-CD+AD-BC
CA-BD=a-c+d-b

Teorema 23.1.10: Teorema NO 2 de Ptolomeo

Lasmedidas delasdiagonales de un cuadril atero inscrito son entre si como lasuma
de los productos de las medidas de los lados que parten de sus extremos (figura
2313).
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D

Hipotesis: cuadrilatero ABCD inscrito enél circulo

A AB=a,BC=b,CD=c, DA=d
¢ DH L AC. BI L AC
Tedis &_ ad +bc
SIS BD ab-+cd
B
Figura 23.13

Demostracion

Por €l teoremadel triangulo inscrito (teorema23.1.5) tenemos:

d-c=DH-2R = d.c.AC =220 o
ab=BI2R = ab-AC=TZO e

Sumando (1) y (2) obtenemos:

(AC)(DH +BI)

AC(d-c+a-b)=4R =4R-AreaABCD (3

Si consideramos los tridngulosBAD y BCD vy € teorema 23.1.5, s se trazan las
alturas obtenemos:
BD(ad +bc) = 4R- Area ABCD @)
De(3)y (4): AC(dc+ ab) = BD(ad + bc)
AC ad+bc

BD ab+dc
Nota: sehautilizado €l concepto de areaque estudiaremos en €l préximo capitulo.

Corolario23.1.2
Si a, b, ¢, d sonloscuatro lados de un cuadril &tero inscriptible, entoncesladiagonal

AC = \/ (ad + be)(ac +bd) . Segulin losteoremas 23.1.9y 23.1.10 tenemos:

ab +cd
AC-BD=ac+db @
AC _ad+hbc 9
BD ab+dc @
Multiplicando (1) y (2) obtenemos:
ac? = 24+DC o bd)
ab+dc

. AC = 29 e )
ab+cd
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Ejemplo23.1.1

Enlafigura23.14:

PAB Secante

PCD secante

PA=x,PB=8,PC=3,CD=9
Hallar x.
Figura 23.14

Solucion

Por el teorema de las secantes

PB-PA=PD-PC

8:x=09+3)3 = 8x=36 = x=45
Ejemplo23.1.2

Enlafigura23.15:

—

PT es tangente
PT =10, PA=x,AB=21
Determinar x.

Figura 23.15

Solucién

Por el teoremadelapotencia:
PA-PB=PT?
(¥)-(21+x)= (10> = x*+21x-100=0
(x+25)-(x-4)=0 = x=4

Ejemplo23.1.3

Enlafigura23.16:

C,B
PC=8,PD=12, AP=x,AB=20 A‘

Hallar x.

Figura 23.16
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Solucion

PC-PD = PA-PB
8:12=x-(20-x)
x> -20x+96=0 = (x-12)(x-8)=0
= x =12 A x,=8
Ejemplo23.1.4
Demostrar que € producto de las medidas de dos lados de un tridngulo esigual a

producto de las medidas de | os segmentos determinados sobre el tercer lado por la
bisectriz exterior, menos el cuadrado delamedidade estabisectriz (figura23.17).

Hipotesis: AABC cualquiera

CD bisectriz exterior

CD=¢,BD=n,
AD =m, AC = b 1
CB=a.
Tesis: ab=mn-/?
Figura 23.17

Demostracion

Inscribimosel AABC en el circulo O y trazamos EOF L AB ; unimosE con C, F

con C.

CAB =CEB, porque subtienden el mismo arco. @

EFC = CBE, porque subtienden €l mismo arco.

ADC = EFC, por tener lados perpendiculares.

CBE = ADC, por transitividad. )

Entonces ACDA ~ ACBE por (A-A)de(1) y (2)

Co_cA

CB CE

=CD-(DE-CD)

CA-CB =CD-DE -CD? S
Del teorema23.1.1: DE-CD = AD-BD e
Sustituyendo la hipétesisy (4) en (3), concluimos que ab = mn— /2.

= CA-CB=CD-CE

Definicion 23.1.4: Segmento aureo

Un segmento estadividido en mediay extremarazon cuando el segmento mayor es
mediaproporcional entre el segmento menor y el segmento entero (figura23.18).
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MUdulo 23: Relaciones mEtricas en la circunferencia

A C B
Figura 23.18

AC? =CB-AB

Paracomprender mejor ladefinicién resolvamos el siguiente problema.
Ejemplo23.15

a. Dividir un segmento en extremarazon.

b. Calcular el segmento mayor de un segmento dividido en mediay extremarazon
(figura23.19).

Ay ;‘
- M
R s
\
Al

“,
-~

"

g

[
\

\
'
“
R !q
N
\
\

~
N
~
*

Figura 23.19
Solucion
Por el extremo B de AB levantamos BC LE, unimos A con C y trazamos la

circunferenciade centro C y radio A—ZB lacual cortaa AC enD y su prolongacion

en E; con centro en A 'y radio AD trazamos un arco que cortaa AB enF.

VeamosqueF dividea AB en extremay mediarazon.
Por el teorema23.1.4: AE - AD = AB?

AE AB AE-AB AB-AD
— == = = D
AB AD AB AD
pero DE = 2BC = AB; AE — AB = AE — AC = AE - DE = AD = AF (2)
y por tanto AB— AD = AF ©)
AB—AD = AB- AF = FB 4

Reemplazando (2), (3) y (4) en (1) obtenemos:

AR_FB AF? = AB-FB
AB AF
b. Ahorabien: s AB =a, AF = x,y AC? = AB?+BC?

2

AD+DC)? =a?+ & = (x+2)?
( ) 1 ( 2)

:>(x+%)=%\/§ x:i(\/g—l)
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23.2 Relaciones métricas en poligonos regulares

Teorema 23.2.1

Una circunferencia se divide en n arcos congruentes y se obtiene un poligono
regular den lados:

a. Si unimos los puntos consecutivos de division (figura23.20) o
b. Si trazamos tangentes alacircunferenciapor losn puntos de division (figura
23.20).

Hipodtesis:  circunferenciaO
N=6, AB=BCx--=FA

tangentes ala circunferenciaen

A,B,....F.
Tesis. ABCDEF, MNPQRS son poligonos
regulares
Figura 23.20
Demostracion

a. ABCDEF espoligono regular.
En efecto, como los arcos /AT3, e FAson congruentes, las cuerdas son con-
gruent&ﬁ ~BC = CD = DE = EF = FA y losangulos ABC,BCD,---,FAB
son congruentes porgue | os arcos subtendidos son congruentes, luego ABCDEF
es un poligono regular (equilatero y equiangul o).

b. MNPQRS esun poligono regular.
En efecto, MBA = BAM = NBC = --- = SAF por ser angul os semiinscritos que
subtienden arcos congruentes (hipétesis).

c. Delaparte a sabemos que:
AB = BC = CD = DE = EF = FA
Luego AAMB = ABNC = --- = ASAF (A-L-A)y
MN = NP = PQ=QR=RS = SM .

MNPQRS es un poligono regular.

Delademostracion anterior podemos concluir ademas que todo poligono regular se
puedeinscribir o circunscribir aunacircunferencia.

El centro de un poligono regular esel centro comiin delacircunferenciainscritay la
circunferenciacircunscritaaél.

El radio de un poligono regular es el radio delacircunferenciacircunscrita.

La apotema de un poligono regular es el segmento de la perpendicular bajada del
centro a lado.
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MUdulo 23: Relaciones mEtricas en la circunferencia
También es valido decir que la apotema de un poligono regular es el radio de la
circunferenciainscrita.

Angulo en @ centro de un poligono regular es el angulo formado por dos radios
consecutivos. Lasumadelosangulosen el centro de un poligono regular vale 360°.

Angulo interior de un poligono regular es el angulo formado por dos lados conse-
cutivos.
Recordemos que la suma de los éngulos interiores de un poligono de n lados es

(n—2)r,y s d poligono esregular, cadaangulointerior vale @ = ;r—zT”, es

decir: «un angulo interior de un poligono regular de n lados es el suplemento del
angulo central».

Teorema 23.2.2

Demostrar que la apotema &, de un poligono regular delado /,, inscrito en una
circunferenciadecentro O y radior, estadadapor (figura23.21):

Hipdtesiss.  ABCDEF poligono regular inscrito
en C(O,r)
OH 1 AB
OH =a, : apotema
AB =/ :lado

Tesis: a, =%\/4r2—€ﬁ

Figura 23.21

TrazamoslossegmentosradialesOA y OB. El AAOB esisoscelesy OH esmedia-

na, luego HB :%én. Por Pitéagoras en él, tenemos:

2
a, =VOB”-HB? = rz—(%fn]

_\/rz_ﬁ_\/mz—zﬁ
4 4

a, :%,/4r2 4
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Teorema 23.2.3

Sea /, €l lado de un poligono regular inscritoenuna C(O,r) . Si 7, esel lado de

un poligono regular de doble nimero de lados inscrito en lamismacircunferencia,
entonces (figura23.22):

Figura 23.22

Hipdtesis: AB = ¢, lado del poligono regular inscrito (PRI) den lados
ODC L AB
AC =CB =/, : lado del poligono regular inscrito de 2n lados.

Tesis. Uy =420 =1 Jar? =12

Demostracion
Trazamos|os segmentosradialesOA y OB.

1
OD=a, = ?/4r2 — 02 por teorema23.2.2.

Por el teorema22.2.1enel AOBC
CB%?=0C?+0B?-20C-0OD

(2 =r’+r?-2.r-a

Ly =\/2r2—2r%\/4r2—£ﬁ
Ly =A207 = ar® =72

Ejemplo23.2.1

Ladiferenciaque hay entreel &ngulointerior de un poligono regular den ladoscon
otrode n + 2 ladoses6°. Halar n.

Solucién

Lamedidadel angulo interior de un poligono regular inscrito de n lados es:

(n-2x
n

@)
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Lamedidadel angulo interior de un poligono regular inscrito de n + 2 ladoses:

2)-2
[(n+n22 ]ﬂ @

Ladiferenciaestadadapor (2)— (1), o sea

n ”_(n—2)7[=60=£
n+2 n 30

n _n=2_1 2o 120-0
n+2 n 30

Resolviendo, obtenemos n =10.
Ejemplo23.2.2

Sea /, €l lado deun poligonoregular inscritoenuna C(O,r) . Hallar el lado /', del
poligono regular circunscrito semejante (figura23.23).

A’ ¢ B’

VIV
-

0

Figura 23.23
Hipétesis:.  C(O,r)
AB =/, : lado del poligono regular inscritoen C(O,r)
A'CB' tangentea C(O,r)
A'CB'=/¢", :lado del poligono regular circunscritoen C(O,r)
poligono regular delado £, semejanteal poligono regular delado /',
Tesis: Hallar ¢' como f(¢,)

Solucién

Trazamos|os segmentos OAA' y OBB'y el segmento radial OC.

1
OD=a, = 51/4r2 — 0% (teorema23.2.2).

La semejanza de | os poligonos nos proporciona:
A'B' OC ¢ a'

n_“n

= — - —_
AB OD l

n
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Ejemplo23.2.3
Lado del cuadrado en funcién del radio.

El angulo central del cuadrado inscrito es de 90°; luego trazamos dos cuerdas
diametrales perpendicularesy al unir sus extremos obtenemos el cuadrado inscrito
(figura23.24).

Hipotesis: C(O,n)
AOB 1 BOD
AB =/, :lado del cuadrado ABCD

Tesis: t,=r2

Figura 23.24
Solucion

El AAOB esrecténguloisdscelescon OA=0OB =r .

Entonces AB =/, =Jrzer? - ly= rv2
Laapotema a, :%\/4#—642
s oa=5\2

Ejemplo23.2.4
Lado del octdégono en funcién del radio.

El lado del octégono lo obtenemos a bisecar |os arcos que corresponden a los
ladosdel cuadrado inscrito (teorema19.1.2).

En lafigura 23.24, CM es el lado del octégono, o sea CM = /,. Si aplicamos €l
teorema 23.2.3, obtenemos:

l, :,/2r2—r\/m, endonde ¢, =r+/2
:\/Zrz—rm

lg=1\2-2
242

r
Probar que a3 = 5
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Ejemplo23.2.5
Lado del hexégono en funcion del radio (figura23.25).

Solucion

Figura 23.25

Enlafigura23.25,  angulo central del hexagonomide60°. Comod AAOB esisdsceles
(OA=0B =r), entoncesel AAOB es equilétero y obtenemos:
AB=/,=r=0A=0B.

1
Laapotema: 3, =5 4r*—r; endonde /=r

Ejemplo23.2.6

Lado del triangulo equilatero enfuncion del radio (figura23.26).

Figura 23.26

El angulo central del triangulo equilédtero mide 120°y m (A(5E) =120°. Luego
AE = EC = AC = ¢,, lado del triangulo equilatero.
En el tridngulo rectangulo BAE setieneque AE® = BE? — AB® =d” — /2

AE® =(2r)° -r*=3r’
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AE =1, =13
1
Laapotema a, :Ex/4r2 -3r2 =OH

r

%73

Nota: laaturadel triangulo equilatero inscrito en funcidn del radio es:

EH = h = EO + OH =r+%
h:§r
2

Ejemplo23.2.7

Lado del decagono en funcién del radio (figura23.27).

Figura 23.27

El &ngulo central del decégono regular inscrito es36° y el lado opuesto AB =/,
esel lado del decagono. EI AOAB esiséscelesy m(A) = m(B) = 72° .
Tracemoslabisectriz APC del angulo OAB . Luego m(OAC) = m(OéA) =36°y
por tanto m(CéP) =72°, siendo entonces BC =/, (¢por qué?); ademas
OP =PA=AB =/,,.Ahorabien, por A-A: AOCP ~ ABAP y

oC OP:> r 410 2 , 2 e 2 g
=== = = r(r—Ly,) = [l+rly—r°=
BA BP flo r_glo 10 ( 10) 10 10

Resolviendo para /,,obtenemos:

fo=5(¥5-1)

Probar que 8, =10+ 25

4
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En efecto, por €l teoremadelabisectriz:
OA_AB _ OB _OP
OP PB OP PB

MUdulo 23: Relaciones mEtricas en la circunferencia
Nota: el lado del decagono esel segmento radial dividido en mediay extremarazon.

(OA=O0B=r, AB=0OP=1,)

— OP2=0B.PB,luego P divide a OB en mediay extremarazon
(OP > PB) (definicion23.1.4y gemplo23.1.5)

Ejemplo23.2.8

L ado del pentagono regular inscrito en funcién del radio (figura23.28).

r‘. A
\

A gy
P rr—ty—+B

- r—€y 2 4

Figura 23.28

Solucién

Como AB =BC =/,,, entonces AC =/, porque AOAB =~ AOCB (L-L-L). Por tan-

to m(COB) =36° =m(AOB) y m(AOC) = 72°.

Por € teorema19.1.6: AM = MC =%5 .

Aplicando €l teoremade Pitdgorasenel AAMB :

LY (Tt
2 10 2

=82 —r?+ 210, - 13

¢ = 3%:(@—1)2 _r? +2r-%(\/§—1)

402 =3r? (6—2£)+4r2J§—8r2
42 =10r? - 2r2\/5
2
o (10-215)
5 4

’ =%( 10—2@)

Probar que la apotemadel pentédgono regular inscrito & = %(\/5 +1) .
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1 Enlassiguientesfiguras (1 a8) haleel(los) valor(es) dela(s) variable(s) indicada(s).

Figura 1 Figura 2

T

=

Figura 3 Figura 4

Figura 5 Figura 6
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B A
X
B
Figura 7 Figura 8

2 Sienlafigura90OM =8, NQ=3y MQ=9,hdle MP=z.
Sienlafigura9 MQ =8, PQ=5y QN =4, halleel radio.
4, Sienlafigura9MQ =10, PQ =5y QN =4, hale0Q.

=

Mw*"
N

Figura 9

5. Enlafigural0o AC eshisectrizde anguloBAD.Ademés, AB = 24, AD =30y BE =16.Hale ED,BCyCE.

A
C N

Figura 10
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6. EnuncirculodecentroO, AOB escuerdadiametral, CBD estangentealacircunferenciay AC y AD cortanala
circunferenciaen F y E, respectivamente. Demuestreque AC - AF = AD - AE.

7. AOB es una cuerda diametral deun circulo O, DE es perpendicular a AOB prolongado (A—O—-B-D)Yy AE
cortaalacircunferenciaen C. Demuestreque AD-AB = AE-AC .

8 ABC esuntrianguloinscrito enun circulo O deradio 10. Si AC =13, CB=8Yy CD L AB, halleCD.

9 AB esdl diametrodeuncirculo O. Seda A—O —B—M, setrazan MN y MP tangentesalacircunferenciay lacuerda
NP cortaa AB en C. Demuestreque CA:CB = MA: MB.

10.  Desdeun punto exterior P setrazan aunacircunferenciael segmento tangente PA 'y lasecante PBC , talesque CPA
esunacuerdadiametral. Si CB=6y PB =8, hallePA,ACyAB.

11. Unacuerdade longitud 16 tiene sobre lacuerdadiametral trazada por uno de sus extremos una proyeccion cuya
medidaes6. Halled radio delacircunferencia

12, Losradiosdedoscircunferenciasconcéntricasson 28y 16. Hallelalongitud delacuerdadelacircunferenciamayor
que sea tangente ala menor.

13, UnacuerdaAB que mide 24 dista10del centro O deunacircunferencia. Si C esel punto medio del arco AB, hallela
medidadelacuerdaAC.

14.  Lacuerdadiametral AB deunacircunferenciamide 20y se prolongaunalongitud BP = 8. Si lasecante PCD dista
del centroO, OF =5, halle PC =x.

15.  ABC esuntridngulo equil&eroinscrito en unacircunferencia. Por A setrazalasecante ADP con D sobrelacircunferencia
y P enlaprolongacion de BC. Demuestre que AB® = AD - AE.

16.  Ladiferenciaentrelamedidade un angulointerior de un poligono regular den ladosy lamedidadel angulo interior
deotro poligono regular de (n — 1) ladoses4°. Hallen.

17.  ABC esuntriangulo equil&eroinscritoy laaltura AH cortael arco BC en D. Demuestre que OBDC esun rombo.

18 Halleel lado del triangulo equilétero circunscrito aun circulo enfuncion del radio. Si € radio es 15, ¢cuanto mideel
lado?

19.  Demuestre que en un pentagono regular inscrito laapotemay €l radio al vértice del pentagono son colineales.

20.  ABCDE esun pentagono regular inscrito en unacircunferenciaO. Laprolongaciénde ED cortalaprolongacion de

BC enPy aunatangentepor AenT. Halle m(P) y m(T).
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24,

AB y CD son dos cuerdas diametrales perpendicularesdelacircunferencia C(O,r) . Con centro en el punto medio
M de OA y conradio OC setrazaun arcode circunferenciaquecortaa OB enP. Demuestrequela m (CP) esédl lado
de un pentégono regular. Verifique larelacion ¢ =02+ 2.

Calculeenfuncion del radio el lado del triangulo equilétero, el cuadrado y el hexagono circunscritos (¢, £', £'s)

y semejantes a sus respectivos inscritos.

ABCDEF esun hexégono regular inscrito en unacircunferencia, y K, L, M, N, P y Q sonlos puntos mediosde suslados.

rv3

Demuestre que KLMNPQ es un hexagono regular y lamedidade su lado es 3
ABCDE es un pentagono regular inscrito deladoa, y AD y CE secortanenF.

a Demuestreque FA=FC y FD = FE .
b. Demuestreque AF? = AD-FD (Fdividea AD enmediay extremarazon).

. a
c. SFC=FA=xYy FD=FE =y, pruebeque x = a y que y=5(w/§—1).

Sedivide unacircunferencia de radio r en seis partesigualesy se unen los puntos de tal forma que resultan dos
tridngul os equil &teros cuyosladosal cortarse forman un hexagono regular (demuéstrelo). Hallelamedidadel lado de
este hexégono.
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Capitulo.6

Relaciones
métricas

Modulos 20 al 23

1

Determine si cada una de | as siguientes afirmaciones es verdadera o fal sa.

Toda proporcion tiene cuatro términos diferentes.
Una proporcion no puede tener dos extremos iguales.
Lamediaproporcional entre dos cantidades eslamediageométricaentre ellas.
Si dos tridngulos tienen sus angulos correspondientes congruentes, entonces sus lados correspondientes son
congruentes.
Dos tridngul os isoscel es son semejantes si tienen un angulo congruente.
Dos tridngul os recténgulos son semejantes si tienen un angulo congruente.
Si unarectadivide proporciona mente ados|ados (0 asus prolongaciones) deun triangulo, esparaelaal tercer lado.
L os poligonos congruentes son semejantes.
Si dos cuerdas se cortan en el interior de unacircunferencia, lasuma de las medidas de |os segmentos de una
cuerdaesigual alasuma delas medidas de los segmentos de la otra.
Si desde un punto exterior aunacircunferencia se trazan unatangente y una secante, entonces el segmento
tangente esigual aladiferenciaentre todala secantey el segmento externo.
Ladistanciamés cortadesde un punto aunacircunferenciaesalo largo delarectaque une el punto con el centro.
La potencia de un punto respecto a una circunferencia es un segmento.
El poligono equilétero inscrito en un circulo debe ser equidngulo.
Un rectangulo circunscrito a una circunferencia es un cuadrado.
Un trapecio inscrito en una circunferencia debe ser un trapecio isdsceles.
Todo poligono inscrito en una circunferencia es regular.
Todo poligono circunscrito a unacircunferenciaes regular
El radio delacircunferenciainscritaen un triangulo equil &tero es un tercio de lamedidade laaltura.
Larazonentree radio delacircunferenciainscritay lacircunferenciacircunscritaaun mismo tridngul o equilétero
esigual a2.
Dos cuerdas congruentes que se cortan en una circunferencia son las diagonales de un trapecio isosceles.

En €l trapecio ABCD delafiguralhalleel valor de:

D
X
L S C
a
A b B
Figura 1
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a x,8a=11,b=3, d=51
b. a,si x=20,b=12, d =36.
Cc. y,sa=20, x=17, d = 28.

3 Enlafigura2, ABCD esun paralelogramo con MN ||E ,AM =8, AE =6, AB =24 e IH =2HC. Hallelas
medidas de los segmentos DM, Al, FM y FH.

D C
ml r 7],
H
D B
V I
E Figura 2

4, Enlafigura3el AABC esrectanguloen A, y MNPQ esun cuadradoinscrito deladox; AH = h esladturay BC =a .

Demuestre que:
a NP?=BN-PC.
A
ah
b, x=——. \\
a+
M
) O ¢
u| Ol
B N H P C

Figura 3

5 Enlafigura4:

Hipdtesis. AABC recténgulo en A
AM bisectrizinterior de A
AN bisectriz exterior de A
BP||AN; BQ||AM;AB=c; AC =b

bC\/E bC\/E Figura 4
: AN =
b+c b-c

Tess: BQ=cy2; AM =
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Enlafigura5:

M
Hipétess: Py 1 PR QN L PR: RT L PR
P-Q-R;P-N-T;M-N-R N d
NQ=x,PM=y,RT =z
1 1 1 P 0 R
Tesis: ;ZVJF;

Figura 5

Enel trapecio ABCD, AB ||CD . Hale, enlosejercicios 7 a10:

14,

16.

17.

Ladtura,si BC = AD=13, AB=30Y BC =20.
AD=BC, s DC =20, AB =30y m(A)=45°.
AD, BC yaltura s AD L DC, AC L BC y m(B)=60°.
AB, DC yadltura,si AD =BC =3, AC L BC y AC =4.

Losladosdeun AABC miden 39,41y 50. Hallelamedidadeladtura lamedianay labisectriz relativasd lado AB =50.

Losladosdeun AABC miden: a =30, b =16, ¢ = 36. Desde el baricentro P setraza PM L AB . HallePM.

Enun AABC rectanguloenA, CD eslabisectrizde C , A—D-B, DE 1 BC YB-E-C.S BC=25Y AC =20,
halleDE.

Enun AABC isosceleslabase mide 18 y cadalado congruente mide 24. Halle el lado del cuadrado inscrito.
En un rectangulo ladiferencia de las medidas de dos lados es 1 y su producto es 1. Halle lamedidadeloslados.

En el triangulo rectdngulo ABC, lahipotenusa BC =2a Y A—D-B con CD :ga. HaleAD y AC.

EnuntrianguloisdscelesABC devérticeB, BA=a, AC =b, CD = d eslabisectrizde C y AM = meslamediana
desdeA. Halled, m, DBy DA.

En untriangulo PQR son perpendicul ares|las medianasrel ativas aloslados @ y PR . Silamedidade @ esay

lamedidade PR esb, determinelamedidade PQ.

El lado MN deun triangulo MNP mideb. SetrazaunalinearectamparalelaaWdemodo queP-J-M Yy
P—K — N. LarectaMKQ eslabisectriz del angulo PKL. Si lamedidade JK = ¢, hallelamedidade KP .
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Enuntriangulo ABC, O esel baricentro. Demuestre que:
AO? +BO? +CO* = %(AB2 +BC? +CA?).
Losladosdiferentesdeun paralelogramomiden2y 5, y e angulo entreelloses30°. Hallelamedidadelasdiagonales.

ABCD es un trapecio con AB paraleloa CDy M y N sonlospuntos mediosde AB y CD, respectivamente. Si
m(A)=60°, AD = DC =a Y AB = 3a, halelamedidade MN y CB.

Las bisectrices DM y CN deloséangulosD y C del paralelogramo ABCD cortan alas diagonales AC y BD en
M y N, respectivamente. Demuestre que Wesparaleloaﬁ.

ABCD esun cuadrilatero cualquiera. DM esparaleloa BCy CN loesa AD,con A—-M -CY B-N—-D.
Demuestre que MN esparaleloa AB.

Demuestre que las alturas de un triangul o cual quiera son bisectrices de los dngul osinteriores del triangulo formado
a unir los piesdelas alturas (triangulo értico o triangulo pedal).

Desde un punto P setrazan las secantes PAB y PCD talesque COA esunacuerdadiametral. S PA=8= ACY
PC =12, hadle DE =xyCB =y .

El centro delacircunferencia O, estasobrelacircunferencia O,.Si n=6Y r, = 2, hallelamedidadel segmento
tangente exterior coman.

O, y O, son dos circunferencias tangentes exterioresy PAB esunatangente exterior a O, y O, que cortalarecta
0,0, enP. Siel angulo AO,P mide60°, R, =6y r,=2,hdlePB=x, PE=y, P-E-0,-0,.

ABCD esun cuadrilatero inscrito en unacircunferenciaO con PAB como didmetroy cuyasdiagonalesAC y BD
secortanenE. Ademés DH 1 AB, Cl L ABy OM L CD.Si AB =40, AD =24y BC =15, hale DH, Cl, CD,
AHy OM.

Desde el punto medio D de labase AB de un tridngulo isbsceles ABC como centro se traza una semicircunferencia
tangente aloslados congruentes CA y CB. Unatangente MN ala semicircunferenciacortaalosladosen M y N,
respectivamente. Demuestre que AD? = AM -BN .

Calculeel lado de untriangulo equil&ero circunscrito aunacircunferenciaderadior.
ABCDE esun pentégono regular inscrito en un circulo O, y lasdiagonalesAC y BD secortan en M. Demuestre que

AM? =MC-AC.

Enuncirculodediametro AB = 2R setrazan en diferente semiplano las cuerdasAD y AC que hacen con AB
angulosde45°y 30°, respectivamente. Calculeel perimetro del cuadrildtero ABCD.
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ABCD esun cuadrado inscrito en un circulo O y M es un punto cualquieradel arco DC. Demuestre que AE y

BE trisecan e angulo DEC.
Lasdiagonales AD y BE de un pentagono regular ABCDE de lado a, inscrito en un circulo O, se cortan en P.
Demuestre que:

a. ABDE es un trapecio isosceles.
b. BCDP esun rombo.

c. BP*=BE-PE.

d. PB=PD=ay OA=OE=%(x/§—1).

ABCDEF esun hexégono regular inscrito, y L, M, N, P, Q y R son los puntos medios de | os lados respectivos.
Demuestre que LMNPQR es un hexagono regular y halle su lado en funcion del radio.

Desde cada vértice de un cuadrado de lado a como centro 'y con un radio igua al lado del cuadrado, se describen
hacia el interior del cuadrado arcos de circunferencia que se cortan en los puntosM, N, Py Q (figura6).

a. Calculed perimetro delarosaobtenida.
b. Demuestre que MNPQ es un cuadrado.
c. Halled lado del cuadrado MNPQ enfuncién dea.

Sugerencia trace AM Y BM .
D C

Figura 6

En un circulo (O, R) dos cuerdas se cortan perpendicularmente. Demuestre que lasumadeloscuadradosdelos
segmentos en que se dividen esigual acuatro veces €l cuadrado del radio del circulo.
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Presentacion

El &reade unafiguraplanaes quizéas uno delos temas geométricos mas conocidos
por los estudiantes. En este capitulo se estudialaformade hallar €l areadefiguras
planas como el tridngulo, el cuadrilétero, el circuloy €l sector circular. Se analiza
también larelacién que hay entre las areas de dos triangul os que tienen propieda-
destalescomo igual base, oigual altura, o un angulo congruente o suplementario,
o si lostridangulos son semejantes. Por Ultimo, se hace un somero estudio sobre la
simetriay se aplicaen larelacion de problemas con éreas sombreadas.

Capitulo 7

Areas

L](fontenido breve

M6dulo24
Areas bésicas

M6dulo25
Relaciones entre areas

M 6dulo 26
Areas sombreadas
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Médulo@

Areas hasicas

Contenidos del médulo

24.1 Regionespoligonalesy sus areas
24.2 Areaderegionescirculares

Objetivos del médulo

. Definir laregién poligonal y su area.

. ldentificar los postulados sobre areas de regiones poligonales.

. Establecer las &reas de lasfiguras geométricas.

. Calcular el &readelasregiones planaslimitadas por las figuras geométricasen
estudio.

A WDN P

Preguntas basicas

. ¢Quéesunaregion triangular?

. ¢Quéesunaregion poligonal ?

cQuéesel areadeunaregion?

¢Como secalculael areade unaregion plana?

. ¢Quéesunaregion circular?

. ¢Como secalculael dreadeunaregién circular?

oOUAWNBE

Introduccion

El presente médulo empieza el estudio de uno de los conceptos geométricos mas
aplicados, como es el de la medicién de una superficie plana o region del plano
limitada por unafigurageométrica. Se establecen lasformulas que permiten cal cular
el areade un rectangulo, un cuadrado, un triangulo, un rombo, un paralelogramo 'y
un trapecio como figuras basi cas. Por Ultimo, seestablecelaférmulaparael areade
un poligono regular den lados, sellegaal areadelaregion circular limitada por el
circuloy seterminacon el areadel sector circular.

Herdn de Alejandria

(c. 20-62 d.C.). Matematico y cientifico
griego.

Vea el mddulo 24
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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Capitulo 7: Areas

24.1 Regiones poligonales y sus areas

Definicion 24.1.1

Unaregion triangular es la unién de un tridngulo y sus puntos interiores (figura
24.1).

Figura 24.1

Definicion 24.1.2
Una regién poligonal es la union de un poligono y sus puntos interiores (figura
24.2).

Figura 24.2

Figura 24.3

Unaregion poligonal podemosdividirlaen un nimero finito de regionestriangula-
res (figura24.3) detal maneraquelainterseccion (si existe) entredoscualesguiera
de ellas sea un punto o un segmento.

Las regiones o superficies planas que consideramos en este capitulo son entonces
subconjuntos del plano limitados por la correspondiente linea poligonal cerrada.
Sin embargo, no todo subconjunto del plano es considerado como region; el seg-
mento, larecta, el angulo y la circunferencia son subconjuntos del plano, pero no
SON regiones.
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Las superficies planas tienen una extension, y la medida de la extension es un
numero real que sellamaéreadelaregion plana.

Postulado 24.1.1 (Postulado del area)
A todaregion poligonal le corresponde un nimero real Gnico no negativo, llamado
areadelaregion.

El &rea de unaregién plana es independiente de su posicion y solo depende de su
tamafio y de su forma.

Postulado 24.1.2 (Delaadicion de ar eas)
El a&reade unaregion o superficie planaeslasumadelaséreasdelasregionesenlas
cuaes hasido dividida.

Si lasuperficie o region planala denotamos por R y las regiones componentes por
R;, entonces:

Area deR=a(R)=R=a(R)+a(R,)+..a(R,))si y s6lo si RNR;=do

R, NR; =puntoo R, NR; =segmento, siendo R=(R,UR, U...UR,).

Postulado 24.1.3 (Dela congruencia)
Si dos figuras geométricas son congruentes, entonces las regiones planas corres-
pondientes tienen areas iguales.

El reciproco del postulado anterior no necesariamente se cumple, es decir, si dos
regiones planastienen igual area, noimplicaquelasfiguras correspondientes sean
congruentes y decimos que son equivalentes.

Paramedir el area de unaregion escogemos arbitrariamente una“ unidad de area”.
La unidad de érea esta relacionada con la unidad de distancia por conveniencia.
Asi, si ladistanciaestéden centimetros, el &rease mediraen centimetros cuadrados,
si ladistancia estd en metros, €l area se medird en metros cuadrados, y en general
para cualquier unidad (U) de distancia, €l area se medira en la correspondiente
unidad cuadrada (U 2).

Launidad de érea es entonces laregion del plano limitado por un cuadrado cuyo
ladomideU (figura24.4).

Por ejempl o, enlafigura24.4 ABCD esun cuadrado cuyo lado mide U unidadesde
longitud y lamedidadel areadelaregion del plano limitada por ABCD esU?2 Si
U=1cm, entonces ABCD =1cm?; siU= 1m,entonces ABCD = 1n7.

Paramedir el &reade unaregion planase hatomado, por razones précticas, laforma
rectangular como referenciay laregion cuadrada como patrén o unidad bésica.

Si una regién rectangular se puede descomponer en 12 cuadrados (figura 24.5),
entonces su area medira 12 unidades cuadradas. Si la longitud de cada lado del
cuadrado anterior es de 1 cm, decimos que €l &rea del rectangulo es de 12 cm
cuadrados (12 cm?).

Mddulo 24: Areas basicas

Herdn de Alejandria

Se cree que este matematico nacid en
Egipto. Escribi6 sobre mecanica,
matematicas y fisica. Prolifico inventor, ided
varios instrumentos mecénicos, entre ellos
la aelipila (méquina a vapor giratoria), la
fuente de Her6n (aparato neumatico que,
mediante presion del aire, produce un
chorro vertical de agua) y la dioptra
(instrumento geodésico). A pesar de estos
valiosos aportes, es mas conocido como
matematico, tanto en la geometria como en
el campo de la geodesia, en el que estudio
los problemas de las mediciones terrestres.
A Heron también se le debe la invencion de
un método de aproximacion a las raices
cuadradas y cubicas de nimeros que no
las tienen exactas.
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U | L

D o€ U
1 [
U

U U
ALl LB

U

Figura 24.4 Figura 24.5

En general, s el lado del cuadrado que se toma como patron mide U (unidades de
longitud), entonces el areamedira12 U cuadradas (12 U 2).

Podemos entonces encontrar facilmente el area de una region trazando pequefios
cuadrados unitarios (patrones); serd un nimero entero y por ello se han deducido
formulas que nos permiten encontrar €l &rea de unaregion.

En adelante cuando utilicemos |os términos base y/o altura nos estamos refiriendo
ala“longitud o medidadelabase” y ala“longitud delaaltura’.

Postulado 24.1.4 (Areadé rectangulo)
El érea de un rectangulo es e producto de la base por la atura (figura 24.6) y

escribimos: &rea (ABCD) = ABCD =b-h.

D C
(T O
I (altura)
ul m
A b (base) B
Figura 24.6

Definicion 24.1.3

Sellamaalturade un paralelogramo al segmento de la perpendicular trazada desde
un vértice al lado opuesto a su prolongacién (Cl o DH enlafigura24.7).

Teorema 24.1.1

El éreade un paralelogramo es el producto entre cualquierade las basesy laaltura
correspondiente (figura24.7).
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b Hipétesis.  paraelogramo ABCD
AB =b: base
i DH = h:dtura
Tesis: ABCD =b-h
b
A H
Figura 24.7
Demostracion
Trazamos Cl L AB Construccion auxiliar.
1.DH || CI Teoremal14.2.2.
2. HICD esrectangulo Esequingulo (¢por qué?).
3. AAHD = ABIC H-C.
4, AB = HI De 3y adicion de segmentos.
5. AHD = BIC De3. Postulado 24.1.3.
6. AHD + DHBC = DHBC + BIC Postulado 24.1.2y de5.
7. ABCD = DHIC De6.
8. DHIC = HI -IC Postulado 24.1.4.
9. ABCD = AB -DH Dedy IC=DH (de2).
10. ABCD = b-h De9 ehipotesis.

Corolario24.1.1
El &reade un cuadrado es el cuadrado de lalongitud de su lado.

Corolario24.1.2
El éreade un tridngulo rectdngul o isosceles eslamitad del cuadrado delalongitud
del lado (¢por qué?).

Corolario24.1.3
El &reade un triangulo rectangulo es el semiproducto de los catetos. (La diagonal
de un rectangulo determina dos triangul os congruentes.)

Corolario24.1.4
Paralel ogramos con bases y aturasigualestienen igual érea.

Teorema 24.1.2

En cualquier triangulo el producto de la base y la atura correspondiente es inde-
pendiente de la seleccidn delabase (figura24.8).

N Hipdtesiss  AABC cualquiera

CH =h, : dlturasobre AB

BD =h, : alturasobre AC
AB-h = AC-h,

Figura 24.8

Mddulo 24: Areas basicas
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Demostracion

1. ACAH ~ ABAD Corolario21.1.2.
2.CA:BA=CH :BD De 1. Ladoshomélogos.
3.CA:BA=h :h De2, hipGtesis.

4.CA.h, =BA.h De 3. Propiedad de proporciones.

Teorema 24.1.3

El areade untridngulo cualquieraesel semiproducto delabase por laaturacorres-
pondiente (figura24.9).

Hipotesis: AABC cuaquiera

AB=c
CH =h, :dtura
. c.h,
Tesis:
2
Figura 24.9
Demostracion
Trazamos BD || AC, CD || AB Construccion.
1. ABCD esparalelogramo BD||AC, CD]||AB.
2. AABC = ADCB Dely CB diagona.
3. ABC = DCB Postulado 24.1.3.
4. ABDC = ABC + BDC Postulado 24.1.2.
5. ABDC = 2ABC Sustitucion 3 en 4.
6. ABDC = AB -CH Postulado 24.1.4.
7.2ABC = c-h, De5, 6 ehipdtesis.
c.h
8. ABC = c De7.

Corolario24.1.5
Dos triangulos con bases y alturas iguales tienen &reas iguales.

Corolario24.1.6
El vértice de un triangul o puede moverse sobre unarectaparalelaalabasey el &rea
del triangulo no se dtera.

Corolario24.1.7
El &reade un rombo es el semiproducto de las diagonales.

Nota: el &reade un tridngulo puede expresarse de diversas maneras: sea ABC un
triangulo cualquiera(figura24.10).
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AB=c; BC=a; AC=b
Al =ha; CH=h, BK=h,
2p=a-+b+c:perimetro

Figura 24.10

1. Enfuncidn del ladoy laatura correspondiente.

ABC:a-zha:b-hb:c-hc

2 2

2. Enfuncién deloslados.

Deacuerdo con el gemplo 22.2.3 tenemos:

=2 /p(=a)(p-B)p—0)

a+b+c o
donde p = > esel semiperimetro. Luego:
c c 2
ABC=—=-h =—.— —a)(p-b)(p-c
5P =2=p(p-a)(p-b)(p—C)

ABC =/p(p-a)(p-b)(p-c) (formuladeHeron deAlgjandria)

3. Enfuncion del radio R delacircunferenciacircunscritaal triangulo.
Segun el teorema23.1.5:
ab
ab=d-h =2R-h =h, =R’ Por tanto:

ABC:%-hC:%.a—b: ngC = 20¢

2R 4R

Esdecir: € dreade un tridngulo inscrito en €l circulo esigual al cociente entre €l
producto delosladosy cuatro veces €l radio de la circunferencia circunscrita.

Mddulo 24: Areas basicas

Geometria Euclidiana 357



Capitulo 7: Areas
4. Enfunciéndel radior delacircunferenciainscritaa triangulo (figura24.11).

Figura 24.11

Al unir el centro O con los vértices del triangulo obtenemos:

ABC = AOC + COB + AOB
C-r CB:r AB:r
+ +
2 2 2

ABC:A

ABC = % (AC +CB + AB)

Como 2p = AB+BC + AC, entonces

ABCzZp.%:ABCz p.r

Esdecir: el areadel tridngulo circunscrito aunacircunferenciaesel producto entre
el semiperimetro del trianguloy el radio delacircunferencia.

Teorema 24.1.4

El &readeuntrapecio esel producto delaalturapor lasemisumadelasbases (figura
24.12).

Hipétesis:  trapecio ABCD
AB || DC
AB :base 1

CD : base 2
DH = h:dtura

AB+DC
2

Figura 24.12 Tesis: ABCD = h

Demostracion

Trazamos la diagonal BD, DH L AB, BE L DC; BE y DH son alturas de

AADB y ADCB

1. ABCD = ABD + DCB Postulado 24.1.2.
1 .

2. ABD :E AB - DH Areadel tridngulo.
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1
3. DCB =5 DC -BE Razonde?2.
4. DH =EB=h DHBE €s un rectangulo.
1 1
5. ABCD=EAB-h+E DC -h 4,3y2enl.

Corolario24.1.8
El &reade un trapecio es el producto entre labase mediay laaltura.

Ejemplo24.1.1

Enlafigura24.13 hallemosel &reade untridngulo equilétero en funcion de:

a Ellado ¢.
b. Ladturah.
¢
Hipétesis.  triangulo equilatero ABC
¢ ¢ AB=BC=CA=/
L]
CH = h:dtura
Tesis: a ABC=7? (/)
L
A o B b. ABC =7 (h)
Figura 24.13
Solucién

a HB =% (¢por que?)

2 2
Por Pitagorasen ACHB :h = féz—[@ = 3%

B
2
Ahora, €l areaes:

“h @

1 3 23
4

ABC=—AB - h:lé-—: ABC =
2 2 2

2h 2J3

b. De(l) €=_3£=Th=AB

NE

Mddulo 24: Areas basicas
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El areadel AABC es:

ABCZEAB -h:E-Z—\/éh . h:ABCth2
2 2 3 3

Nota: laaturade un triangulo equildtero sempre es f?, donde ¢ es € lado del

triangulo.
Ejemplo24.1.2
Enlafigura24.14:

D E c

! ] Hipdtesis: trapecio ABCD

! 5 AB | DC

| m(A) = 45°, m(B) =120°

4 o7 AD L
4 = AB =27, AD=122

Tesis: ABCD =?
Figura 24.14
Solucion
1. Trazamos DH L AB y BE 1 DC Construccién.
2. DHBE esun rectangulo De 1 ehipotesis.
3. m(EBC) =30° y m(C) = 60° De2.
4. DH=AH =h AADH €s isosceles.
5. AD? = AH? + HD? = 2h? Teoremade Pitédgorasy de 4.
2
6. (12v2) =20’ = h=12 De hipétesisy 5.
7.BH = AB-AH =15 De hipétesisy 6.
8. BC = 2EC Teorema 30° — 60°— 90°.
9. BE? =144 = 4EC? + EC? Teoremade Pitégorasen ABEC.
10. EC =% De 9.
5
11. DC:BH+EC=% DE =BH =15 y de10.
12. ABCD = AB+DC Areadel trapecio.
(210+12V5)

13. BCD=———>'6 Sustitucién en 12.
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Ejemplo24.1.3

Enlafigura24.15:

Figura 24.15

1. m(ABE ) = 90—m(EBC) = m(CEF |

2. AB=BC =16
3. AABE = ACBF
4. AE =CF; BE=BF

2
5. EBF =200 = BF

6. BF =20=BE

7. x=+BF?-BC? =12

Ejemplo24.14

El perimetro de un rombo es 2p y la suma de las medidas de las diagonales es d.

Hipdtesis.

Tess:

cuadrado ABCD

A-E-D, D-C-F

BE L BF
ABCD = 256
EBF =200
CF=x="7

Sustraccion de angulos.

ABCD = 256 = BC?.
C-A (dely?2).

De3.

Dedy AEBE rectangulo.

De5y4.

Teoremade Pitdgorasy 2, 6.

Expresar el areadel romboenfunciéndepyd (figura24.16).

Solucién:

Seael rombo ABCD con:

Perimetro=2p = 4AB

pg =L
2

AC=m; BD=n
AC+BD=d=m+n

oH

B
Figura 24.16

@

@

Mddulo 24: Areas basicas
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Por las propiedades de |as diagonales del rombo:
po-AC_m. og_BD_n
2 2 2 2

Por Pitégoras. AB2 = AO? +OB?

e (2] ~(3] (3]

p*> =m?+n? ©)
De(2): d* =m® +n” + 2mn; sustituyendo en (3):
d?=p®+2mn @

AC -BD _mn
2

Sustituyendo (5) en (4): d? = p? + 4ABCD

El dreadel romboes ABCD = ®

22
Luego ABCD =4 4p.

24.2 Area de regiones circulares
Consideramos primero el area de un poligono regular den lados.

Teorema 24.2.1

El areade un poligono regular den lados es el semiperimetro por laapotema (figura
24.17).

E D
Hipdtesiss. ABCDEFA poligono regular
AB=..=FA=/,
F C OH=a, : apotema
Tesis: Area= p-a, ,dondep es:
semiperimetro
[ ]
A B
Figura 24.17
Demostracion

Sabemos que todo poligono regular de n lados se puede descomponer en n tridngu-
los isdsceles congruentes y de vértices en €l centro O.

Por los postulados 24.1.2 'y 24.1.3 sobre areas, el &readel poligono regular serala
suma de las areas de los tridngul os isdscel es.

El éreadel triangulo isbscelesy €l areadel poligono es:
AB-OH

Area(poligono) = n(AOB)=n
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1
—n|=v
"(2 ”a“)

pero n-/, esel perimetro (2p) del poligono. Por tanto:

2p.a, _

Area (poligono) = =p.a,

Teorema 24.2.2

El areadeuncirculoderadior esel producto del nimeroirracional 7 y el cuadrado
del radio.

Un circulo no puede descomponerse en triangul os isdscel es congruentes como |o
hicimos con los poligonos regulares, pero puede dividirse en sectores circulares
congruentes suficientemente pequefios y considerados aproximadamente iguales
atriangulos isosceles. Paralograr |0 anterior bastadividir la circunferencia en un
nimero muy grande de arcos congruentesy trazar |os segmentos radiales por sus
puntos de division.

Si trazamos dos diametros perpendiculares, la circunferencia queda dividida en
cuatro arcos congruentesy el circulo en cuatro sectores circulares congruentes de
angulo central 90°. Si a continuacién trazamos las bisectrices de estos angulos
rectos, obtenemos en lacircunferenciaocho arcos congruentesy en el circulo ocho
sectores circulares congruentes de angulo central 45°; si continuamos en forma
similar, obtenemoslacircunferenciadivididaen 16, 32, 64, 128, 256,.... arcoscon-
gruentesy € circulo en el mismo nimero de sectores circulares congruentes (figura
24.18).

Si imaginamos la circunferencia dividida en un nimero par muy grande de arcos
congruentes y a circulo como la unién de igual nimero de sectores circulares
congruentes, y disponemos estos sectores como en la figura 24.19, obtendriamos
unafiguramuy similar aun paralelogramo, dealturaigual a radioy debaseigual a
lalongitud delasemicircunferencia.

— radic —

] Semicircunferencia o

Figura 24.18 Figura 24.19

Mddulo 24: Areas basicas
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Definicion 24.2.1

Lalongitud de una circunferencia es el limite de los perimetros de los poligonos
regularesinscritosy circunscritos cuando & nimero delados creceindefinidamente.

Deacuerdo entoncescon ladefinicion 24.2.1y lafigura24.19, podemosintuitivamente
afirmar:

Areadel circulo= areadel paralelogramo
base x atura

longitud delacircunferencia x radio
2

2rr 2
=—XTI =7xr
2

Nota: unademostracion rigurosadel areadel circulo exige un trabajo con limites.
Por tanto se ha hecho una presentacion muy intuitiva

Teorema 24.2.3

El areade un sector circular esel semiproducto de suradioy lalongitud de su arco.
Recordemos que un sector circular eslaregion del circulo limitada por un dngulo
central (figura24.20).

AOB: angulo central
OA=0B=r

AB: arcodecircunferencia

Figura 24.20

Consideremosel circulo dividido en 360 sectores circul ares congruentes de angulo
central 1°. Entonces el &rea que corresponde a cada uno de estos sectores es:

2

i zr
Areadel sector de 1° = 3600

Si el angulo central que corresponde aun sector circular es §°, entonces su areaes.

2

360°

0

Areadel sector circular de g° =
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El areadel sector circular puede expresarse como:

long (AB) r_r2_¢9
360° 2 27

Ejemplo24.2.1

Hallemoslamedidadel angulo central correspondiente aun sector circular de area
37 yradio6.

Solucién
] zr?
Areadel sector = 37 = 0.
360°
Luego 6= 3(36?0 6 =30°.
(6)
Ejemplo24.2.2

Hallemosel areadel segmento circular dado enlafigura24.21, si ¢ = 72°,r=5cm
yAB=8cm.

AS__—8

Figura 24.21
Solucién

El areadel segmentocircular (s.c) esigual al areadel sector circular O(Ké) menosé€l

areadel triangulo isdsceles AOB.

Area(s.c) = A sector — A (AOB)

2
ST - Las o
360° 2
:”rzg_ EAB —\/4"2_('6‘8)2
360° 2 2

T x 25x72° 1
- FXoXIE 2 8% \100- 64
360° 2"

1. 8x6 =12
4

Area(sc)= (57 —12) = 3.7 cm®

Mddulo 24: Areas basicas
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Ejemplo24.2.3

Hallemosel areaindicadaen lafigura24.22.

Solucién

SeaR €l radio delacircunferenciaexterior. Las dos circunferenciasinteriores son
congruentesy de un diametro d =R, esdecir, tienenunr =R /2 (figura24.22).

El &reaindicadaesel dareadel circulo exterior menosdosvecesel dreadeun circulo
interior. Luego:

Areapedida = zR?- 2(zr?)

2
= 7z'R2 -2 i
4
_ 7R?
T2
Ejemplo24.2.4 Figura 24.22
Hallemosel areasombreadaen lafigura24.23
A
Circulo(O,R)
m(AOB) = 120°
m(AOE) = 90° 1209
~ 60°
m(EOD) = 45°
B
m(COD) = 45°
m(BOC) = 60° P
Figura 24.23
Solucién

AB es e lado de un triangulo equilétero inscrito, AE es el lado de un cuadrado
inscrito, DE = CD son lados de un octégono regular inscrito y BC es el lado de un
hexagono regular inscrito.

Areasombreada = é&readel circulo — éreadelostriangulos.
A(s) = 7R* - AOB — AOE — EOD - DOC - COB

1 1 1 1
:7sz—E (5.0, Ee4.a4—2 (E /g .agj— 5 lg. 8
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Del moédulo 23 tenemos:

l,=RJ3
l,=RJ2
/=R

ly= RyY2-42

Reemplazando:

_R
% 2
a4:£R

2

V3
=—R
% 2
a, = ZZﬁR

J3R?

A(s) = RTZ(M —2-242-2/3)

A(s)= R?z(zn -1-+2- 3

Mddulo 24: Areas basicas
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@rcicios

Mddulo 24

1 Encuentre el areade untriangulo si:

a. Dosdesusladosmiden 18y 15 cmy laaturarelativaal tercer lado mide 12 cm.
b. Susladosmiden5,12y 15cm.

¢. Susladosmiden 20, 13y 13cm.

d. Susladosmiden 15,20y 25cm.

2 Encuentreel &readeun paralelogramo si:
a Labasees x+3, ladtura x— 2y el dreaes y2u2.

b. Labasees x—2, ladturaes xy el &reaes (x* —10) u?.

c. Labasees x+3, ladtura x—3y el dreaes(2x* —34) u?.

3 Hallelabase de un paralelogramo si el dreaes48 cn?, labasex + 3 y laaturax + 1.
4, En un paralelogramo hallelabase si labaseesalaalturacomo5esa2, y el areadel paralelogramo es 90 cm?.
5 En un rombo encuentre:

a. Unadiagonal si laotramide14cmy el area42 cm?.

b. El lado, si el &reaes54 m? y lasdiagonales son entre si como 4 : 3.
c. Ellado, si €l &reaes100 m? y unadiagonal esel dobledelaotra
d. El lado, si €l dreaes 24 m?y unadiagonal mide8 m.

e. El lado, s €l &reaes6 m? y unadiagonal es cuatro veceslaotra.

6.  ABCD esun cuadrildtero. Si DE L ACy BF L AC , muestre que ABDC =DE—JZFBF AC

7. ABCDesuntrapeciocon AB||CD. Si m(A) =45°, AD=DC =a y AB = 3a, muestreque ABDC =+/2a%,

33

8  ABCDesuntrapecioiséscelescon AB || DC, AD=DC=CB=ay m(A) =60°. Demuestre que ABDC =Ta2 .

9. End trapecioisdscelesABCD, AD= CB=3, AC=4, AC L BC yBD_ AD. Halee &eaABCD.
10.  Enel trapecio ABCD, AB =80, CD =29, AD =20,CB =37y AB|| DC . Halleel &reaABCD.

11 ABCD esun paraelogramo, E y F son puntos mediosde AB yB_C , respectivamente, AB =18 y laaturaCH = 12.
Halleel &reaDEBF.
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Enlassiguientesfiguras (1 a6) halle el &rea sombreada de acuerdo con lainformacion dada:

1

13

14,

Enlafigural:

AB=BC=AC=m
D, E y F son puntos medios

Enlafigura2:
AB=BC=CA=m

AM = BN =CP=%m

Enlafigura3:

AB=BC=CA=m
D y H son puntos medios
DEFH esun cuadrado

C
D F
E B
Figura 1
A
P
N
C
Figura 2
C
D o\NH
il ]
E F B
Figura 3

Ejercicios del modulo 24




15,  Enlafigura4:

ABDCE es un pentagono D
equilétero delado a.
AE LEDyBC LCD E c
A B
Figura 4

16. Enlasfiguras5y 6:

A
Fr—t
B # i f C
u| l
m AB=BC=CA=m
Figura 5 Figura 6

17.  Caculelamedidadel ladoy delaapotema de cada uno delos siguientes poligonos regul ares inscritos en una
circunferenciaderadio 20.

a. Pentégono d. Octogono
b. Hexagono e. Decégono
c. Enedgono f. Dodecégono

18 Halleel éreade cadauno de los poligonos anteriores.
19. a Halleel d&readeunacoronacircular limitadapor doscircunferenciasdedidmetro 6y 10 cm.
b. Determine el areadel trapecio circular que corresponde aun angulo central de 120° y limitado por lascircunferen
cias anteriores.

20.  Sobred lado AB del cuadrado ABCD se construye exteriormente un triangulo equilétero ABE. Si el lado del
cuadrado mide ¢, halleel éreadel tridngulo ADE.

21.  Trescircunferencias congruentes de radio R son tangentes. Halle el area comprendida entre las circunferencias.
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24,

21.

Un cuadrado delado ¢ estainscrito en unacircunferencia. Halle el areadelaregion circular exterior al cuadrado, en
funcion del lado.

Un cuadrado delado ¢ estacircunscrito aunacircunferencia. Halleel éreadelaregioncircular exterior a circulo, en
funcion del lado.

Hallelaséreasdelosgercicios 22y 23 en funcién del radioR.

Dadosuntriangulo equiléerodelado a y unacircunferenciaderadioR, halleprimeroenfunciondel ladoy luego
en funcién del radio el area comprendida entre las dosfigurassi:

a. El tridngulo estainscrito enlacircunferencia.
b. El triangulo estacircunscrito alacircunferencia.

Los lados de un triangulo rectangulo son 3,4y 5cm. Halleel &readel circulo circunscritoy el &readel circulo
inscrito.

Haciendo centro en cadavértice de un tridngulo equilétero delado a se trazan arcos decircunferenciade radio la
mitad del lado. Halle, en funcion del lado, el &reacomin alosarcos.

En cadaunadelassiguientesfiguras (7 a15) halle el &rea sombreada.

28.

Enlafigura?: 2.  Enlafigura8:
D C
di3
di3
A B
Figura 7 Figura 8
Enlafigura9, Py Q son puntos medios: 31l  Enlafigural0 (hexégono regular):
E E F E
A 0 D A D
B ¢ B c
- Figura 10
Figura 9

jercicios del madulo 24




32.  Enlafigurall: AB=BC =CD =DA =a; lado trisecado. 33. Enlafigural2: AB=BC=CD=DA =a.

D C D C

Figura 11 Figura 12

3#.  Enlafigural3: AB=a. 3. Enlafigura 14: E,F y H son centros y puntos
medios. Demuestreque T=N + M.

A
a
3

C B

Figura 13 Figura 14

36.  Enlafigurals:
R
Figura 15
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Médulo25

Relaciones entre areas

~ Contenidos del médulo
25.1. Relacionesentreareas

_ Objetivos del modulo

1. Establecer larelacion entre las &reas de dos triangul os que tienen una propiedad
comun.

2. Establecer larazon entre las &reas de dos paral elogramos.

3. Establecer larelacién entre el paralelogramo «inscrito» y el «circunscrito» aun
cuadril&tero.

_ Preguntas basicas

1. ¢Quérelacion hay entrelas areas de dostriangulos quetienen igual base? ¢lgual
atura? ¢Un angulo congruente o suplementario?

2. ¢Quérelacion hay entre las éreas de dos tridngul os que son semejantes?

3. ¢Quérelacién hay entrelas éreas de dos paral el ogramos deigual base o deigual
atura?

4. ;Quérelacion se puede establecer entre las areas de un paralelogramo y un
cuadrilatero?

5. ¢Enqué consiste el teoremade Giovanni Ceva?

_ Introduccion

En este modulo se establecen relaciones entre las areas de tridngulos que tienen
una propiedad comun. Se presenta ademés la relacion entre las éreas de dos
paralelogramos que tienen igual base o atura. Se establece unarelacion entre las
areas del paralelogramo «inscrito» y el «circunscrito» a un cuadrilétero y se de-
muestra ademés el teorema de Giovanni Ceva aprovechando la relacion entre las
areas de triangulos.

Pappus de Alejandria

(ss. -1V). Matematico griego, nacido en
Alejandria (Egipto), tal vez la ciudad mas
importante del mundo antigtio.

Vea el mddulo 25
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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25.1 Relaciones entre areas

A continuacion se presentan algunas relaciones entre areas de tridngulos que tie-
nen alguna propiedad comin entre sus elementos.

Teorema 25.1.1

Las &reas de dos tridngul os que tienen bases iguales estan en la misma razén que
susaturas. Si h, y h, sonlasalturas correspondientes alabase b en lostriangulos
ABCy DEF enlafigura25.1a, entonces:

1
mc _ "M _aec
DEF 1 DEF  h

S b, :

Teorema 25.1.2

Las éreas de dos triangul os que tienen alturas igual es estdn en la mismarazon que
las bases. Lademostracion se dejacomo gjercicio.

Teorema 25.1.3

Las &reas de dos para elogramos que tienen igual base (o igual altura) estan en la
mismarazén que las aturas (o las bases). Lademostracion se dejacomo gjercicio.

Teorema 25.1.4

L as areas de dostridngul os que tienen un angul o congruente o suplementario estan
en lamismarazon que los productos de los lados que comprenden dichos angulos
(figura25.1b).

© K

[>=

Figura 25.1
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a. Hipétesis: C=F b. Hipétesis: DFH
C y DFE suplementarios
. ABC CA.CB . ABC CA-CB
Tesis DEF FD.FE 698 DEF FD.FE
Demostracion
1 .
1. ABC =§-CB-AH Areade un tridngulo.
1 .
2. DEF :E‘ FE-DH Razéndel.
ABC CB-AH
3 DEF ~ FE-DH Dely2.
4. AAHC ~ ADHF JPor qué?
5 AH:DH=AC:DF De4.
ABC CB-AC o
6. DEE _ FE.DF Sustitucion de 5 en 3.
Teorema 25.1.5

Si dostriangulos son semejantes, larazon entre sus éreas es el cuadrado delarazdn
de dos elementos correspondientes cual esquiera (figura 25.2).

Figura 25.2

C
H
A
Hipdtesiss ~ AABC ~ ADEF
AC=h,BC=a,BA=c
DE=f DF=e,FE=d
AH=h DH=h,
Tesis:
ABC

DEF

=(ald)? =(b/e)? =(c/ f)2 =(h, /h,)2 =...= (M, /m,)? =...= (b, /b,)? = ...

Maodulo 25: Relaciones entre areas

Pappus de Alejandria

Ultimo gran matematico de la escuela
alejandrina, escribié comentarios a los
Elementos de Euclides y a la gran sintaxis
matematica de Ptolomeo, llamada Almagesto
por los éarabes. Su obra principal, la
Coleccion matematica, escrita hacia el 340,
estd compuesta por ocho libros, casi todos
conservados (excepto el primero y parte
del segundo), contiene una serie de
problemas que introducen nociones
geométricas importantes, como el foco de
una pardbola o la directriz de una conica, y
los enunciados de muchos teoremas, entre
ellos el que expresa la superficie y el volumen
de las figuras de revolucion.
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Demostracion
h
pa_b_¢c_h_ o om_ b AABC ~ ADEF.
d e f h m, b,
1 " .,
2.ABC = —.a.h, Areadel tridngulo.

ABC a h,
S DEF " 'h, oez
ABC
4o @/dy?= (h/h) = .. Sustituciéon de 1 en 3.

Corolario25.1.1
L as areas de dos paral el ogramos que tienen bases igual es, estan en lamismarazéon
gue sus alturas.

Corolario25.1.2
Laséreasde dos paralel ogramos quetienen alturasigual es, estdn en lamismarazon
gue sus bases.

Ejemplo25.1.1

Enlafigura25.3:

A
Hipdtesis:  triangulo ABC
N (0] bamﬂro
AM ,CN medianas
Tesis: COM =AON
H H
B M C
Figura 25.3
Solucién
1. MOC = AON ¢Por qué?
o, COM _ OC.OM Del. Teorema25.14.
AON AO .ON
E CN. l AM
COM 3 3 . .
3. AON =3 1 =1 Lasmedianassecortanenlarazon?2: 1.
— AM . = CN
3 3
4.COM = AON
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Maodulo 25: Relaciones entre areas
Ejemplo25.1.2 (TeoremadeGiovanni Ceva, 1647-1746)

Enlafigura25.4:

Hipbtesiss.  Ointeriora AABC
AOM=3a,BON=b, COP=c
BOM=d,CON=¢,AOP =f

_ AM .BN .CP
Tesis: MB . NC . PA
Figura 25.4

Solucion

- MO suplemento de BMO
“d MB . MO MB AMO suplemento ae .

Teorema25.1.4

20 _ NB.NO~_~NB BNO suplemento de CNO.

e NC .NO NC
Teorema?25.1.4.
¢ PC.PO PC ~ ~

3% T PAPO _ PA CPO suplemento de APO.
abc  MA.NB.PC

4def ~ MB.NC.PA Del 2y3.

52 - 2A.OM AOM = NOC . T 2514
‘e ON .0OC = . leoremaczo.1.4.
b _ OB.ON S

6.7 = OA op BON = AOP . Teorema?25.1.4.

782 X% COP =~ BOM . T 2514
d OB .OM = . leoremacZzo.1.4.
abc 1

8 def De5, 6y 7.

9Al\/l.BN.CP_1 ey

" BM .NC .PA eayo.
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Ejemplo25.1.3

Demostrar que el &readel paralelogramo queresultaal unir los puntosmediosdelos
lados de un cuadrildtero eslamitad del areadel cuadrilatero (figura25.5).

Hipbtesis.  cuadrilatero ABCD
M, N, P, Q puntos medios
paralelogramo MNPQ
Tesis: MNPQ =ABCD/2

Figura 25.5
Demostracion

Trazamoslasdiagonales AC y BD del cuadrilatero ABCD.

1. MQ=%AC=NP MQ, NP son paralelas medias.
MQ || AC || NP

2. PQ =%BD =MN PQ,MN son paralelas medias.
PQ || DB | MN

3. ADMQ ~ ADAC ; ACQP ~ ACDB Dely 2. TeoremadeTales.
ABNP ~ ABAC ; AAMN ~ AADB

DMQ

1
= (MQ/AC)* = = itucio
4 DAc (MQ/AC) 2 De3. Teorema 25.1.5y sugtitucion de 1.
CPQ 2 1
—— = (PQ/BD)* = = 4
5 DB (PQ/BD) 2 Razon de4.
BNP 1
——= (NP/AC)* = = itucio
6. BAC ( ) 2 De3. Teorema25.1.5y sustitucion de 2.
AMN 1
—— = (MN/BD)? = = 0 .
7 DB ( ) 7 Razdn de 6
8. ABCD = MNPQ +DMQ + CQP + Postulado 24.1.2.
BNP + AMN
DAC CDB
9. ABCD = MNPQ + —— + 2 Sustituciénde4, 5, 6, 7 en 8.
BAC N ABD
4 4
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AMNPQ + (DAC + BAC) + (CDB + ABD)
4
11. ABCD = 2MNPQ De 10. Adicion de dresas.

10. ABCD =

Como gercicio, demuestreque el areadel paralelogramo queresultaal trazar por los
vértices opuestos de un cuadrilatero paralelas alas diagonales es el doble del area
del cuadrilatero.

Maodulo 25: Relaciones entre areas
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Ejércicios

Mddulo 25

1 Enuntridngulo ABCy O esel baricentro, AD y BE sonlasmedianas. Demuestre que EODC = AOB.

2 Enuntriangulo ABC, AD eslabisectriz.

a. Muestreque ABD : ADC = AB: AC
b. Muestreque ABD : ADC = BD: DC

c. Concluyael teoremade labisectriz. (Sugerencia: trace BN L AD y CE L AD.)

3 Demuestre que las tres medianas de un tridngul o determinan seis tridngulos de areas igual es.
4, L as éreas de dos tridngul os semejantes estan en larazon 25 : 16. Encuentre:

a. Unlado del mayor si su correspondiente del menor es 80 cm.
b. Unamedianadel mayor si su correspondiente del menor es 10 cm.
d. El perimetro del menor si €l perimetro del mayor es 125 cm.

5 Por los vértices de un cuadrilatero se trazan paralelas alas diagonales. Demuestre que la figura resultante esun
paralelogramo cuyaéreaesel dobledel areadel cuadrilétero. (Cud eslarelacion entrelas &reas de este paralel ogramo
y el queresultaal unir los puntos medios de los lados del cuadrilatero?

6. ABCD esuntrapecioisdscelescon AD =BC = 15cm. Lasdiagonales se cortan en O, son perpendicularesaloslados
congruentesy cada una mide 20 cm.

a. Quérelacion hay entrelasareas ABD y ACB.
b. Quérelacion hay entrelas&reas ADC y BCD.
¢. Quérelacion hay entrelasareasAOB y DOC.
d. Demuestre que BOC es mediaproporcional entre DOC y AOB.

e. Demuestre que ABCD = (VDOC ++/AOB).

7. M, Ny P son, respectivamente, los puntos mediosdeloslados AB, BC y CD del cuadrilatero ABCD. Si MN=39cm,
NP =41cmy PM =50cm, halleel &reade ABCD.

8 My N son los puntos medios de los lados no paralelos AD y CB del trapecio ABCD y P esun punto sobre AB tal

quePN esparaleloa AD . Demuestre que APD = PBCD = % ABCD.
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9. Enlafigural:

D [Y) C
J Hipotesis:  paralelogramo ABCD
M, N, P, Q son puntos medios
M P Tesis: IJKL esun paralelogramo
IJKL = % ABCD
A N B
Figura 1
10.  Siene gercicio 9 ABCD fueraun cuadrado delado a, halle el &realJKL.
n Enlafigura2:
D J C
E,‘r f ‘{H Hipotesis:  paralelogramo ABCD
y FJ | AD,EH || AB
Tesis: AFOE =JOHC
A F B
Figura 2

12 Enlafigura3:

D M C
Hipotesis:  cuadrado ABCD delado a.
T M, N, P, Q son puntos mediosy asi
sucesivamente
/ Tesis: TXYZ=?

N X z 0

Y
A P B

Figura 3
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13 Enlafigura4:

D N C
Hipotesis:
M Tesis:
A P B
Figura 4
14. Enlafigura5:
D M C
Hipotesis:
P 0 Tesis:
A N B
Figura 5
15 Enlafigura6:
D N C
Hipotesis:
M
0
Tesis:
A P B
Figura 6

Capitulo 7: Areas

cuadrado ABCD delado a
M, N, P son puntos medios

Area sombreada

cuadrado ABCD delado a
M, N son puntos medios

MPNQ=?

ABCD cuadrado de lado a
N es punto medio
AP=2PB

MPQN =?




Médulo #

Areas sombreadas

Contenidos del modulo

26.1 Areas sombreadas

Objetivos del médulo

Hipdcrates de Quios

(c. 470 a.C.-?). Matematico griego nacido

1. Definir puntos simétricos. en Quios, isla situada al este de Grecia.
2. Definir figurassimétricas.
3. Presentar la simetria de un punto respecto aunarecta.
4. Hallar éreas de figuras geométricas limitadas por segmentos rectilineosy/o
curvilineos.
Preguntas basicas
1. ;Quéessimetria?
2. ¢Qué son puntos simétricos?
3. ¢Qué son figuras geomeétricas simétricas?
4. ¢Quésonel centroy el gedesimetriade unafigura?
5. ¢Enquéseaplicalasimetriadelasfiguras?

Introduccion

El médul o comienza con una presentacion sencilladel concepto de simetria, lo cual
permite identificar si dos figuras geométricas son simétricas y poder asi calcular
masféacilmenteel areade ciertasregionesdel plano queinvolucran figuras simétri-
cas.

Vea el mddulo 26
del programa de
L television Geometria

Euclidiana
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26.1 Areas sombreadas

Consideremos algunos conceptos basicos que facilitaran la solucion de proble-
mas con figuras geométricas limitadas por algin(os) segmento(s) curvilineo(s).

Definicion 26.1.1: Simetria respecto a un punto

Dos puntos son simétricos con respecto aotro punto si éste es el punto medio del
segmento que une los dos primeros; el punto medio se llama centro de simetria.

Enlafigura26.1, Ay A’ son simétricos respecto aO; D y D’ son simétricos
respecto aO. El punto O sellamacentro de simetria

Figura 26.1

Definicion 26.1.2: Figuras simétricas

Dos figuras geométricas son simétricas con respecto a un punto cuando cada uno
delos puntos de una de las figuras es el simétrico, con respecto a centro de sime-
tria, de su correspondiente punto en la otra figura. Decimos entonces que en la
figura26.1 ABCD y A’B’C’D’ son simétricas con respecto al punto O, y loselemen-
tos (lados, &ngulos) se llaman “homdlogos”.

Teorema 26.1.1

Dos figuras simétricas con respecto a un punto son congruentes.

En lafigura 26.1 los triangul os que resultan son congruentes por L-A-L y los ele-
mentos homaologos son congruentes, [o que permite concluir lacongruencia de las
figuras.

Corolario26.1.1
Dos segmentos simétricos con respecto a un punto son congruentes y paralelos.

Definicion 26.1.3: Simetria con respecto a una recta

Dos puntos son simétricos con respecto aunarecta s estarectaeslamediatriz del
segmento que tiene por extremos | os puntos dados (figura 26.2).
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Larecta ¢ sellamaeje de simetria.

Una figura geométrica admite un eje de simetria cuando todos sus puntos son dos

= S I

- ————

AF

Figura 26.2

ados simétricos con respecto aeste g/ e (figura 26.3).

Figura 26.3

LarectaMN sellamaejedesimetria. LasfigurasABCD y A’B’C’D’ son simétricas

con respecto alarecta MN.

Teorema 26.1.2

Dos figuras geométricas simétricas con respecto a un ge, son congruentes.

Teorema 26.1.3

Si unafiguraes simétricacon respecto ados g es perpendicul ares entre si, entonces
€l punto de interseccion de los gjes es centro de simetria (figura 26.4).

y'*l'
Figura 26.4

Hipdtesis: P punto cualquieradelafigu-
ra. P, P, son puntos simétri-
COos con respecto a los ges
perpendiculares

P,y P, son simétricos con
respectoaO

Tesis:

Madulo 26: Areas sombreadas

Hipdcrates de Quios

Antecedi6 a Euclides en diversos temas de
geometria y se ocup6 especialmente del
problema de la cuadratura del circulo y
consigui6, con la llamada /dnula de
Hipdcrates, trazar una linula de area igual
a la de un tridangulo que es mitad de un
cuadrado dado.

Aplicd el procedimiento denominado «por

reduccion al absurdo» y escribio
Elementos de geometria.
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Capitulo 7: Areas
Demostracion
Debemos demostrar queP,-O—-P, y OP =O0OP,
1 m(y6P) + m(P6x) = o0° y6x €s recto.

2. m(yoOR)+ m(ROX) = 90° yOX' €S recto.

3.PM=MP, P,simétricodeP.

4. APMO = AP,MO C-C:De3y OM comn.

5. m(POM) = m(P,0M) De4: POM = P,0M.

6.P.N=PN P, simétrico deP.

7. APON = APON C—C:De6y ON comin.

8. m(RON) = m(PON) De7: RON = PON.

9. Plﬁx' ~ POM Complementos de angul os congruentes, (8).
10. P,OX'= P,0OM De9y5.

11. m(P,OX") + m(P,OM )+ m(yOP)

+ m(POM) =180° Dely2.
12. m(ROP,) =180° Sustitucién de 10 en 11.
13.P,—0-P, PO,P, esrectilineo.
14.0P,=0P Ded4. ¢Por qué?
15.0P =0P De?7. ¢Por qué?
16.0P,=OP, Del4y 15.

17.P, y P, son simétricos con De 13y 16: O espunto medio de PP,
respecto aO.

Nota: dosfiguras geométricas simétricas, como son congruentes, tienenigual area.
Ejemplo26.1.1

ABCD es un cuadrado de lado a, y desde dos vértices opuestos, como centros,
trazamos arcos de circunferencia de radio a. Hallar el &rea comprendida entre los
arcos(figura26.5).

Solucién

Trazamos ladiagonal DB. Los dos arcos resultantes son simétricos con respecto a

ladiagonal DB. El &ea sombreada es entonces dos veces el &reaindicada en la
figura26.6.

Areasombreada= &easector A(DB) — éreatriangulo ABD

=EI‘29 —EAB.AD
2 2

= l(a)z.z— 1ia
2 2 2
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2

Areasombreada = aT (r-2)

D C D

Figura 26.5 Figura 26.6
Ejemplo26.1.2

ABC esuntriangulo equilatero delado a. Desde cadavértice como centro setrazan
arcos de circunferenciade radio a. Hallar el areacomprendidaentre el trianguloy
losarcos (figura26.7).

Figura 26.7

Solucién
L os segmentos circulares AXC, AYB, BZC son congruentes. ¢Por qué?

A(s) = 3(AXC)
3 (areasector B(AXC) — areatriangulo BAC)

3(52. 6 — EAB.h]
2 2

3 laz.ﬂ/3—laa—\/§
2 2 2

3 (ﬁaz ~ aZJéj

6 4

A(s)= %(2;:—3\/5)

Madulo 26: Areas sombreadas
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Capitulo 7: Areas
Ejemplo 26.1.3

Desde cada vértice de un cuadrado de lado a se trazan arcos de circunferencia de

radio igual alamitad deladiagonal; luego se unen dos a doslos extremos de estos
arcos (figura26.8) y seobtienelaCruz deMalta. Hallar el &readelacruz.

Solucién

Trazamos las diagonales AC y BD. Como los arcos son congruentes, y por las
simetrias presentadas, € &readelacruz esocho vecesel areasombreadaen lafigura

26.9.

D P N C D C
AN P

E M \\ M

"0

F L s
0./
SN

A H K B A H B

Figura 26.8 Figura 26.9

Area(cruz) = 8 é&rea(OMP)
8 (&rea (ABOC) — &rea B(OM) — &ea (AMPC))

AC = JAB? + BC? = Ja?+ a?=ay2

Luegoelradio = r = AC = a—\/i, @
2 2
CM =CB-BM =a - af:cng(z—ﬁ) @

El triangulo CMP es un tridangulo rectéangul o isésceles (¢por qué?) y el lado
CP=PM=x.

CM? =CP? + PM?, sustituyendo (2):

2 2
[%(2—\/5)} =x*+x*= 2x* = x? =%(6 - 4\/5)
aZ
= 7(3—2\/5) = x? )
Area(cruz) = 8(l Bo.oc-1r29-1 cp. PMJ
2 2 2
= 8(1802—18025—1@2)
2 2 4 2

Reemplazando (1) y (3):
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p 1 a?
Area(cruz) = 8{5 .

=811; [4-7-2(3-22)]
Area(cruz) :a—;[4x/§— 2- ﬂ]

Ejemplo26.1.4

Enlafigura26.10:

Hipotesis:

Tesis:

Figura 26.10

Solucién

TrazamosOD =r y OMC
ODLCD y OB 1BC
OCD = OCB

m(DOC) = m(COB) = 60°

_0C_
2

CB =+0C? - OB? =r4/3

Area CDB =2 &eaCMB

OB r

=2(&reaOBC —4&rea O(MB) )

22(l OB. BC—1 rzaj
2 2

—oB.BC-r2Z%
3
2
=r.r 3—r—ﬂ
3

2
Area CDB :%(wé—n)

O(A)=0(B)=0(D)
OA=0B=0OD =r=AD=r
CD tangente

BC tangente

&reaCDB = %(3\/5 - 7)

CD, BC tangentes
AOCD = AOCB

JPor qué?

Teorema 30° - 60° - 90°

OC=2r,0B=r

Madulo 26: Areas sombreadas
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Ejércicios
Madulo 26

1 L os radios de dos circunferencias concéntricas estan en larelacion 1:2. Si lacuerdaAB estangente alacircunferencia
interior, determineel areadelaregion circular limitadapor lasecantey lacircunferenciaexterior.

2 En un triangulo recténgulo delados 3,4y 5 cm seinscribe unacircunferencia. Halle el &readel circulo.

3 Seinscribeny secircunscriben dos circunferencias aun triangulo equilé&tero delado a. Halle el areadelaregion
circular exterior alacircunferenciainscrita.

4. Los vértices de un tridngul o equiltero de lado a son centros de arcos de circunferencias de radio a/2. Halle el érea
delaregion circular comin alosarcos.

5 Doscircunferencias concéntricastienen comoradioR y 2R. Halleel radio deuncirculo de &reaigua alacorona
circular.

6. Dostangentesaunacircunferenciaderadio R se cortan formando un angulo de 60°. Halle el &readelaregion
circular exterior alacircunferencia.

7. Dos circunferencias congruentes deradio R son secantesy launa pasa por el centro delaotra. Halle el areadela
region circular comun.

8 Losradiosde dos circunferencias tangentes estan en larelacion 3:1. Setraza unatangente alas dos circunferencias.
Halleel areadelaregion circular exterior alascircunferencias.

9. ABC es un tridangulo isdsceles rectangulo en A, con centroen Ay radioigual alaalturaAH. Setrazael arcode
circunferencia DE. Halleel &readelaregion circular exterior al arco einterior a tridangulo.

10.  AB esel lado deun octégono regular inscrito en unacircunferenciaderadio R. Halleel dreadelaregion circular
exterior a octégono.

En cadaunadelassiguientesfiguras (1 a15) halle el &reasombreada:

11 Circunferenciadecentro O conradioR; AB y CD son cuerdasdiametral es perpendiculares. Setrazael arco A(éT)),

Figura 1
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12 Enel sector circular O(AB) deradior = OA, seinscribe circuloO,.

B

Figura 2

13.  End cuadrado delado a seinscribe la circunferencia O, y con centro en los puntos medios se trazan |os arcos de

7
N

(0]

Figura 3

14.  ABesel lado de untriangulo equildtero inscrito en unacircunferenciaderadio R; asuvez AB esel diametrodela
semicircunferenciaO.

A o B

Figura 4

15. Ay B sonloscentrosdelosarcos que pasan por €l centro O de lacircunferencia de diametro AB.

Figura 5

Ejercicios del modulo 26




16. O esel centrodelasemicircunferenciaderadioR. AC estangentey m(A@C) =30°,

A 0 B

Figura 6

17.  ABCD esun cuadrado de lado a. Los puntos medios de |os lados son |os centros de los arcos de diametro a.

Figura 7

18 ABCD esuncuadrado de lado A. Con centros en |os vértices se trazan arcos con radios igual alamitad de
ladiagonal.

A D

Figura 8
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AB =CD =10, AC L BDensu punto medio; en cada segmento como diametro se trazan las circunferencias

y seformalaroseta.
D
| ®C
B

Figura 9

R esel radio delacircunferenciaO; E esel punto medio del arco BC ; AC L BD son cuerdas diametrales.

AN
4o

Figura 10

ABCD esun cuadrado delado a, inscrito; A esel centro del arco DB.

A n

/

Figura 11
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22, ABCD esun cuadrado de lado a, circunscrito. M, N, P y Q son puntos medios.

A M D
N o
B P C
Figura 12
23. ABCD escuadrado circunscrito de lado a; MNPQ es un cuadrado inscrito en lacircunferencia.
A D
M, o
N P
B C
Figura 13

24.  Lacruz resulta cuando se trazan semicircunferencias sobre cuatro de los lados de un octégono regular inscrito en
unacircunferenciaderadioR.

Figura 14

2. OA=0B=0C=0D =R..

C

D
Figura 15
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Capitulo/7

Areas

Modulos 24 al 26

1 Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o esfalsa.

Al duplicar el radio de un circulo, se duplicasu area.
Larazon del &reade un circulo aladel cuadrado de suradio es 7.
En un mismo circulo las areasde dos sectores son proporcional es alos cuadrados de las medidas de sus arcos.
El radio delacircunferenciainscritaen un triangulo equilétero esuntercio delaaltura.
Larazon entre el radio delacircunferenciainscritay lacircunscritaaun mismo triangulo equilétero es 2.
Lamediana de un tridngulo divide a éste en dos tridngul os de areas iguales.
Dos triangulos con éreas iguales tienen perimetros igual es.
Dos triangulos de igual érea son congruentes.
Dostriangulos de igual érea son semejantes.
Si se duplicalabase de un rectangulo manteniendo la altura constante, se duplica el area.
El cuadrado con un perimetro igual a de una circunferencia tiene un &reaigual aladel circulo correspon-
diente.
Al duplicar ladiagonal de un cuadrado se duplicasu area.
Las areas de dos triangulos son proporcionales a sus respectivos lados.
El éreade un cuadrado inscrito en unacircunferenciaes lamitad deladel cuadrado circunscrito en ella.
Si en unacircunferenciasetriplicasu radio, setriplicasu longitud.

2 En un cuadrildtero ABCD las diagonales son perpendiculares entre si. Demuestre que €l &reaABCD es igual
a semiproducto de las diagonales.

3 ABCD es un trapecio con AB y CD paralelos, DH es perpendiculara AB, MN eslabasemedia Halleel area
del trapeciosi:

a AB=25cm, CD=15cmy DH=6cm.

b. MN=15cm y DH=8cm.

¢. AD=30cm, m(A) =60°, AB=24cmy CD=6cm.
d. DC=5cm, m(A)=60°, m(B)=45°y BC=16cm.
e. AD=10cm, m(A)=30°y AB+CD=20cm.

4, ABC esuntridngulorectanguloen A, m(f;) -30°, BC=2a y AM eslamedianaalahipotenusa. Por A setraza AE

paraleloa BC y por B setraza BE paraleloa AC . Hallee dreaAEBM.
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5 ABCD esun cuadrilétero cuyas diagonal es hacen entre si un angulo de 60°. Demuestre que el &readel cuadrilétero

N

ABCD = e AC.BD.

6 Enuntriangulo ABC, CE y BD sonadlturas, m(A) =60°, m(B) =45° y AE =a. Halleel &readel triangulo.
2 1 —
7. ABCD esun cuadrado de lado a. Se da A—-E-D yA-F-B talesque AF =§a, AE =§a, Y CEy DF se

cortan en H. Demuestre que DF esperpendicular a EC y halled drea AEHF.

8 Lasmedianas AM y BN del tridngulo ABC son perpendicularesentresienO. St AC=8cm y CB=14cm, hale
el &reaCMON.

9. EnlafigurallostriangulosABCy CDE son equiléteros, A, C yD soncolinedles, HC=CE=ay ACE = ACB.Halle
el &reaABDE.

Figura 1

10. Enlafigura2, ABCD esunrombodeladoa; M, N, Py Q sonlospuntos mediosdeloslados. Haleel drealJLK.

Figura 2
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14.

Enlafigura3, ABCD es un trapecio en el cual AB esparaleloa DE Yy UC loesa AD . Demuestre que |as &reas
AMF y BFC soniguales.

D C

F

A M I
Figura 3

En la figura 4, ABCD es un rombodeladoa y lospuntosk, F, H el dividenlosladosenlarelacién1:2. Halleel
areaEFHI.

D

Figura 4

En la figura 5 ABCDEF es un hexéagono noregulary AB || DE, BC || EF yCD || FA. Demuestre que
AEC =FBD.

Figura 5

En el problema 36 delos g ercicios del médulo 24 demuestre que el areadel cuadrado esigua alasumadelasareas
sombreadas.
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15.  Enlafigura6, A esel centrodelasemicircunferenciaEBCF y D esel centro delacircunferenciaBAC. Demuestre que
larelaciénentrelasareasM, N, T yPes P=T= M +N.

Figura 6
16.  Enel problemal5halleenfunciéndel radioR = AF el areatotal: M+N+T+P.

17.  Enlafigura7, ABCD esun cuadrado delado a. Con centro en los vértices se trazan arcos de circunferenciaderadio
a que se cortan en los puntosM, N, Py Q.

D C
- b
3 . Q - 0
l‘ II
l. /, J‘
’ ’
M P
r’ \ 2y
: LY \‘
f A
! . |
4 \\‘M’ f
M
A B
Figura 7

a. Halleel areadelaregion circular exterior alosarcos.

b. Demuestre que al unir con segmentos los puntos M, N, P y Q resulta un cuadrado cuyo lado es el lado de
un dodecagono regular.

c. Halleel éreadelaregion circular MNPQ, comin alosarcos.

18 Enlafigura 8, ABCDE es un pentagono regular. Halleel area en funcién del radioR =OC. Halleademéasel area
sombreada.

Figura 8
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Enlafigura9, ABCD esun hexagonoregular. Halle:

a El areaenfunciondel radioR, = ON.
b. El areaenfuncion del radioR, =02
c. El areasombreada.

Figura 9

Sobre los radios OA, OB, OC, OD, OE y OF del hexagono regular (figura10) delado a setoman lospuntosM, N,

P,Q,R yS talesque: OM =%OA; ON =§OB; OoP =goc; 0Q =20D; OR =§OE : OS =OF. Halle,

enfuncidndel lado a, el areatotal limitadapor lalineaquebrada OMNPQRSO.

Figura 10

Setrazan trescircunferenciasdeigual radio detal maneraque cadaunapasapor €l centro delasotrasdos. Halle, en
funcién del radio, €l areadelaregién circular coman.

Enlafigurall, ABCDEF esunhexagonoregular conM,, ..., M, puntos mediosderadio R = AF/2. Halleel area
sombreada enfuncion del radioR.

Figura 11
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23 Enlafigural2, ABC esuntrianguloequilaterodeladoa. OH =R =radio. Halle:

a El &reasombreadaen funcion dea.
b. El &easombreadaen funcion deR.

A H B
Figura 12

24 En la figura 13, ABC es un triangulo equilatero de lado a. O,, 0, y O, son centros de arcos y
0A=0, =08 =0,C=0,A=0,B. Haleel areasombreadaen funcion dea.

Figura 13

25, Enlafigural4, ABCD esun cuadrado delado a. Ademas, A, B, Cy D centrosdelosarcosderadio a/2. Halle:

a. El érea sombreada de los cuatro pétalos.
b. El &reasombreadainterior comuan.

D 0 C

Figura 14




26.  En lafigural5, ABCD es uncuadrado de ladoa. Ademas, A, B, Cy D son centros de los arcos de radio a/2. La
circunferencia estangente alos arcos. Halle el &rea sombreada en funcién de a.

D o C
M‘@’F
A N B

Figura 15

27.  Enlafigura 16, ABCD es un cuadrado de lado a. El radio delosarcosesa/4. Halle € areasombreadaen funcion
dea.

D C
B
Figura 16

28.  Enlafigural7losarcos son congruentes. El radio del circuloesR. Halle:

a. El &readelaregion circular exterior alostriangul os.

b. El &readel hexégonointerior. e
F m »
A w c

B

Figura 17




2. Enlafigural8, CAB esrectoenA. Ademés, A(E:E) deradioAB=a y M y N son centrosde AC y AB. Halled

areadelaregion circular PCB.

Figura 18

0.  Enlafigural9, X OY esrecto, M (K@) deradio2a 'y O(W) deradioa. Halleel &readelaregion circular MPA.

Figura 19

3L Enlafigura20lascircunferencias son tangentesentresi; 0,0, = 2R. Halleel areadel circulo menor (sombreado).

Figura 20




Enlafigura2l, AEBFCD esun hexégono regular; por A,By C setrazan tangentes.

a. Demuestre que el tridngulo A’B’C’ es equilétero y encuentre su érea.
b. Halleel &rea AEB enfunciondeR .

c. Halleel &reaOEBF.

d. Halleel &readel triangulo ABC.

e. Halleel &readelaregion circular B(ADC).

f. Demuestreque AEBFCD = VABC .A'B'C".

Figura 21

Enlafigura22 halleel dreadel ovoidesi €l radio delacircunferenciaO esa. Losarcos AN Y BM tienencentrosB
y A, respectivamente. El arco MN tiene centro en D.

Figura 22

En el tridngulo ABC rectangulo en A, m(é) =30° y AB=a. Sobre cada lado se construyen exteriormentelos

cuadrados ABDE, ACHF y BCIJ. Halleel areaDEFHIJ.
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3. Usando areas demuestre los siguientes enunciados:

a. Si ABC esun triangulo isdsceles donde AB = AC y P esun punto cualquieradelabase BC (figura23), lasuma
de los segmentos perpendiculares a los lados congruentes es constante (CH = h).

A

Figura 23

b. S desde un punto interior O en todo tridngulo equilédtero se trazan segmentos perpendiculares aloslados, la
suma de las medidas de |os segmentos es constante (figura 24).

A

Figura 24

¢. Si en todo poligono regular den lados setrazan perpendiculares aloslados, lasumadelamedidade los segmen-
tos es constante (figura 25)

Figura 25




36. Sobre cada lado de un hexagono regular se construyen exteriormente cuadradosy se unen en formaconsecutiva
los doce vértices resultantes (figura 26).

a. Halleel areadel dodecagono resultante.
b. Halle € areade uno de los tridngul os sombreados.

Figura 26







Capitulo 8

Construcciones

| Contenido breve

M6dulo27
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M 6dulo30
Construcciones generales

Presentacion

Autoevaluacion
Capitulo 8, mddulos 27 a 30

Desde los comienzos de la geometria se han usado la regla (no graduada) y e
compas como instrumentos en |as construcciones geométricas. En este capitulo se
presentan las construcciones més elementales y bésicas que pueden hacerse con
ellos— un segmento, un angulo, labisectriz, laperpendicular y laparalela— . Igual-
mente, se realizan |las construcciones bésicas de triangul os que corresponden alos
criteriosdecongruenciaA-L-A, L-A-L y L-L-L, paraluego aplicarlasenlaconstruc-
cion elemental de tridngulos dados tres elementos diferentes alos basicos. Al final
se hace una ligera presentacion de algunos lugares geomeétricos lineales y circula-
res sencillos de determinar.






Médulo@

Construcciones elementales

Contenidos del médulo

27.1 Lugaresgeométricos

27.2 Clasificacion deloslugares geométricos
27.2.1 Lugaresgeométricoslineales
27.2.2 Lugaresgeométricoscirculares
27.2.3 Lugares geométricos de rectas

27.3 Interseccion delugares geomeétricos

Objetivos del médulo

. Describir algunos lugares geométricos.
. Clasificar loslugares geométricos.

. Construir lugares geométricos.

. Intersecar lugares geométricos.

A WN P

Preguntas basicas

. ¢Quéesun lugar geométrico?

. ¢Como seclasifican loslugares geométricos?
. ¢Qué son lugares geomeétricos lineal es?

. ¢Qué son lugares geométricos circul ares?

. ¢Como seintersecan lugares geomeétricos?

a b~ wdhNPE

Introduccion

Qué esun lugar geométrico y qué condicién(es) debe cumplir un punto para perte-
necer a él, son dos preguntas que tratan de resolverse a comienzo del médulo.
Luego se clasifican los lugares geométricos en lineales y circulares y se analiza

ademas lainterseccion de algunos de ellos.

George David Birkhoff

(1884-1944). Matemético estadounidense
nacido en Overisel (Michigan) y muerto en
Cambridge (Massachusetts).

Vea el mddulo 27
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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Capitulo 8: Construcciones

27.1 Lugares geométricos

Vimosen el capitulo 2 que unafigurageométricaes un conjunto no vacio de puntos
gue estan regidos por una o varias condiciones geométricas respectivas.

Unafigurageométricase suel e describir como un ““lugar geométrico’ .

Definicion 27.1.1

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que cumplen una propiedad determi-
nada. Un lugar geomeétrico puede entonces consistir de uno o més puntos, curvas o
superficies o combinaciones de ellas.

Para demostrar que un conjunto de puntos representa un lugar geomeétrico, es
necesario probar:

1. Queel(los) punto(s) cumple(n) lacondicién geométrica dada.
2. Quelos puntos que cumplen lacondicién geométricapertenecen a lugar. Enfor-
mamassimple:

X e lugar <> X cumple lapropiedad.

Para determinar un lugar geomeétrico se deben seguir 10s siguientes pasos:
1. Situar varios puntos que satisfagan la condicion dada (pueden ser varias).

2. Determinar qué elementos son invariantes o equival entes a otros que sean
invariantes.

3. Unir los puntos mediante rectas o curvas.

4. Hallar unaconclusion del lugar y describirlo con exactitud.

5. Probar laconclusion (demostrar que el conjunto representael lugar geométrico).
A manera de gjemplo ilustrativo piense en €l lugar geométrico del centro de una

rueda (puede ser de una bicicleta) cuando se desplaza sobre un piso totalmente
plano (figura27.1).
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o o, o "/ 0. /0 \!O0O /
1 ’ ! v 4 v ‘
(4 £ £ £ #
e P A P N e
- ~ - e _ - - _ - . _ - . _ -
<

Figura 27.1

v

¢Queé conclusion puede sacar de lailustracion anterior? (0,0, ......0, son diferen-
tes posiciones del centro de larueda).
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27.2 Clasificacion de los lugares geomeétricos

27.2.1 Lugares geométricos lineales

a. El lugar geométrico de los puntos en un plano situados a una distancia dada en

una recta dada son dos rectas paralelas situadas a dicha distancia (figura 27.2).

Demuéstrelo.
< XA
% 1
74
< e >
» (dada)
¢
< > ¢,
Figura 27.2

b. El lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos puntos dados Ay B esla

mediatrizde AB (figura27.3).

'y 3 A

C C

P P!
A o
. D . ,-" D ) L
A~ B A- - B
w 'f I j L ] rl‘l‘j
o 0
Figura 27.3

Parte i: todo punto sobrelamediatriz del segmento rectilineo AB esequidistantede

los puntos Ay B.

Hipdtesis:
Tesis: AP = BP
Demostracion

1.CQ L AB A AD = DB
2. ADP y BDP rectos
3. Trazamos AP y BP

4. PD=PD

5. AADP =ABDP

6. AP=BP

CQLAB;AD=DB;PecCQ

1. Hipdtesis.

2. De1, definicién de perpendicul aridad.

3. Construccion.

4. Reflexividad de congruencia.
5.C-C,dely4.
6. De5: lados homélogos.

Maodulo 27: Construcciones elementales

George David Birkhoff

Birkhoff tuvo un especial interés en aplicar
el andlisis matematico a campos como el
arte, la estética, la comunicacion y la ética.
Birkhoff trat6 de ver cudles eran los grados
de complejidad y armonia que definen una
obra de arte, asi como la relacion matemética
que define esos parametros. Aunque habia
trabajado en una teoria matematica de la
musica, no fue hasta finales de la década de
1920 cuando expuso publicamente sus
planteamientos sobre «algunos elementos
matematicos del arte», trabajo previo a su
libro A esthetic measure (1933).

En 1913 demostr6é un teorema geométrico
objetado por Jules Henri Poincaré,
demostracion que constituy6 un paso
adelante para resolver el problema de tres
cuerpos cuyos campos de gravitacion se
interfieren. En 1931 presentd pruebas del
teorema ergddico relativo a la energia en
mecanica estética.

Sus otros trabajos de investigacion se
refieren a ecuaciones diferenciales, a la
dindmica y a la naturaleza e influencia de la
relatividad, cuyos resultados quedaron
plasmados en las siguientes obras: Relativity
and modern physics, Dynamical systems,
Basic geometry y Collected papers.
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Capitulo 8: Construcciones
Parte ii: cualquier punto equidistante de A y B pertenece alamediatriz de AB.

Hipdtesis. P esun punto tal que AP =BP
CD L AB; AD=BD

Tesis: PeCD
Nota: la siguiente demostracién corresponde a una sola de las bisectrices.

Demostracion

1.PcCDvPeCD 1. Principio del 3°excluido.

2. Supongamos P ¢ cD 2. Suposicion temporal.

3. Trazamos FP 3. Construccion.

4. AP=BP A AD = BD 4. Hipotesis.

5. DP=DP 5. Reflexividad de congruencia

6. AADP=ABDP 6.L-L-L,dedy5.

7. ADP = BDP 7.De6: AADP =ABDP.

8. DP 1L AB 8. De7, definicion de perpendicul aridad.

9.CD L AB 9. Hipétesis.

10. Contradiccién 10. Por un punto no pueden pasar dos
perpendiculares aunarecta.

11. pc CD 11. De 2y 10, negacion del supuesto.

c. El lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos rectas dadas 4,y ,
secantes es el conjunto de puntos que pertenecen alas cuatro bisectrices de los
angulosformadospor 4,y /, (figura27.4).

\
/

Figura 27.4

Parte i: todo punto e bisectriz equidistade |los lados.
Hipdtesis. ~ AE bisecaa CAB; pe AE; PC L AC: PB L AB
Tesis: PC =PB
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Madulo 27: Gonstrucciones elementales
Parte ii: todo punto equidistante pertenece a la bisectriz.

Hipétess ~ AE bisecaa CAB; PB 1 AB; PC L AC: PC = PB

Tesis: Pe /AT;
Demostracion
i.1a=p 1. AE bisecaa CAB.
2. ACP yAéP rectos 2.PBL ;B> y PC L AT:
3. AP=AP 3. Reflexividad delacongruencia
4. AACP=AABP 4.H-A.
5. PC=PB 5.De4: AACP=AABP.
ii. 1. ACP yABP rectos 1.PC L AC YV PB L AB.
2. PC=PB 2. HipdtesisPC = PB.
3. AP=AP 3. Reflexion delacongruencia.
4. AACP = AABP 4.H-C.
5. CAP = BAP (& = ) 5.De4: AACP=AABP.
6. AP bisecaa CAB 6.De5: 4= .

d. El lugar geométrico de los puntos equidistantes de dosrectas paralelasdadas
0,y £, eslaparalelamedia(figura27.5). Demuéstrelo.

A

A
A J

A

Figura 27.5

Noétese que la paralelamediatambién es el lugar geométrico de los puntos medios
de todos |os segmentos cuyos extremos estan en 4,y £, .

e. El lugar delos extremos de un segmento que se apoyaen unarectafijaformando
con ellaun angulo constante es una paralelaalarecta.

f. El lugar de los puntos cuya suma de distancias a dos segmentos que se cortan es
constante esta formado por los lados de un rectangul o (figura 27.6).
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A F !.:. B
ﬁ;” \“dl
H’:Jdl , (,{dg k
E K \.-.’;’..-..-.._’. :
_-r—\\ !f 0
R}
D C
Figura 27.6
d+d,=0E =K

d+ d,= OF = K

27.2.2 Lugares geométricos circulares

a. Circunferencia: es €l lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan
deun punto fijo del plano (figura27.7).

/&)

Figura 27.7

{X ea:d(0,X) =m(OX)=r,conr e R AO € o

b. Doscircunferencias concéntricastienen como lugar geométrico lacircunferencia
deradio semisuma (figura27.8). Demuéstrelo.

Figura 27.8
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Maodulo 27: Construcciones elementales

_htn

L>h

c. El lugar geométrico delos centrosdelacircunferenciaderadior, tangente (exte-
rior ointerior) aunacircunferenciaderadio o, esotracircunferenciaconcéntrica
deradior+p o p—r o r—p.Demuéstrelo. O esfijopero Q' esvariable (en
lafigura27.9).

P -

5i = F
—r =k
s =N

r=-r=k

Figura 27.9

d. El lugar de los puntos desde | os cual es se ve una circunferencia bajo un mismo
angulo es otra circunferencia concéntrica con aquélla.

e. El lugar delos puntos medios de | as secantes aunacircunferenciatrazadas desde
un punto es unacircunferencia.

f. El lugar delos centros de las circunferencias que pasan por un punto 'y bisecan a
unacircunferencia es unarecta.

g. El lugar delos centros delas circunferencias que bisecan aotras dos es unarecta.

h. El lugar de los puntos desde | os cual es se pueden trazar tangentesiguales auna
circunferenciaes otraconcéntricaaella.

27.2.3 Lugares geomeétricos de rectas

El lugar geométrico de las rectas que intersecan bagjo un angulo constante a una
recta ¢ dada, estaformado por dos‘‘ haces” paralelos (figura27.10).

<R

Figura 27.10
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Capitulo 8: Construcciones
27.3 Interseccion de lugares geométricos

Paralocalizar €l punto (o €l conjunto de puntos) que satisfacen dos 0 mas condicio-
nes, determinese el lugar geométrico paracadacondicion. El punto o el conjunto de
puntosen el cual seintersecan estoslugares geométricos serd el punto (o el conjun-
to de puntos) requerido.

En laresolucion de un problema de interseccion de lugares geométricos se colocan
las partes dadas en posiciones generales y se obtiene la solucién més general y
luego en una discusion se consideran las posiciones especiales para las partes
dadas.

Ejemplo27.3.1

Halle el conjunto de puntos que equidistan de dos puntosfijosA 'y B y estan auna
distanciad deun puntofijoM (figura27.11).

p 0
¢
Figura 27.11
Demostracion
1. ¢ mediatrizde AB 1. Equidistan de Ay B.
2. Circunferenciade centro M 2. Estdaunadistanciad del puntofijo M.
yradiod: C(M,d)
3. £ (circunferencia) ={P,Q} 3. Interseccion de los lugares.
Discusion

La solucion puede ser:
1. Unpuntosi / estangente aC(M,d).

2. Vacio, es decir, no hay puntos que satisfagan la condicién. Esto ocurresi ¢ es
exterior aC(M,d), o seasi ladistanciadeM a ¢ esmayor qued.

3. Nunca habra més de dos puntos en la solucion del problema.
Ejemplo27.3.2

Halle todos los puntos (lugar geométrico) que equidisten de dos puntos fijos y
equidisten de dos rectas que se intersecan (figura 27.12).
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Maodulo 27: Construcciones elementales

Y -]
s 2

¥
| Cy
A » Q X
Sop S < >
« i el
B U
v
Figura 27.12

Sean Ay B dos puntos y FHD =0y |§é =1, dos rectas que se cortan en O.

Demostracion

1. ¢, mediatrizde AB 1. Puntos que equidistan de Ay B.

2. 7X y YU equidistande 4, y £, 2. 0X , ou , oY , 0z bisectrices que
equidistande Ay B.

3. fBr\z? ={R}Y g3myt| ={P,} 3. Interseccion de los lugares.

Discusion

La solucion puede ser:

1.Unpuntosi ¢, YU o/, [|ZX.

2. Infinitos puntos si ¢,coincide con ZX oYU
3.Si 4, pasapor O, lasolucion esun punto {O}.

4. En cualquier otro caso lasolucion esdos puntos P, y P, ; {R,P,}.
Ejemplo27.3.3

Halle todos | os puntos equidistantes de dos rectas paralelas /4, y ¢, y aunadistan-

ciadadade unatercerarecta ¢, (figura27.13). Demuéstrelo y hagaunadiscusion de
las posibles soluciones.

"""""" AU U Y ¢l e
\ tz
2
Figura 27.13
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Ejercicios
Madulo 27

1 Halle el lugar geométrico de los puntos que equidisten de tres puntos dados A, B y C no colineales.
R: centro delacircunferenciaque pasapor A, By C.

2 Halle el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas paralelas a un didmetro de un circulo dado.
R: cuerdadiametral.

3 Halle el lugar geométrico del vértice de un tridngulo con una hipotenusa fijacomo base.
R: circunferenciade didmetro lahipotenusa.

4. Sedaun tridngulo ABC de basefijaBC y dealturadada AH = h . Encuentred lugar geométricoddl vérticevariableA.
R: unaparaelaa BC y aunadistanciah de BC.

5 Determine el lugar geométrico del centro del rectangulo si un lado AB esfijo.
R: mediatriz de AB.

6. Halle todos los puntos en €l interior de un angulo dado equidistante de losladosy auna distanciadada del vértice.

7. Halle todos los puntos equidistantes de:

a Lostres vértices de AB.
b. Lostreslados del AABC.

8. Halle todos los puntos equidistantes de dos rectas que se intersecan y que ademés estén a una distancia dada
de un punto dado.

9. Halle todos los puntos a una distancia d, de unarecta dada a una distancia d, de un circulo.

10.  Hallee lugar geométrico del cuarto vértice de un paralelogramo de perimetro constante 2p, cuyos otrostresvértices
estén sobre los lados y en €l vértice de un éngulo dado.
R: eslabase de un tridngul o isdseles cuyos lados igual es mide cada uno el semiperimetro p del paral el ogramo.
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Médulo 20

Construcciones geométricas

Contenidos del médulo

28.1 Elementosdelaconstruccion

28.2 Métodos de la construccion

28.3 Operaciones fundamentales con reglay compas
28.4 Usoselementalesdelareglay el compés

L. . Nicomedes
Objetivos del mddulo o ,
(300-240 a.C.). Matematico griego nacido
en Perga.

=

. Definir lareglay el compés.
. Hacer recomendaciones para el método que se debe usar en las construcciones.
3. Usar lareglay el compas en las construcciones elementales basicas.

N

Preguntas basicas

. ¢Quéeslaregla? ;Quéesel compas?

. ¢Cudl es el método o procedimiento que se debe seguir en una construccién?
¢Qué operaciones se pueden realizar con lareglay el compés?

¢Como construir un segmento? ¢Un angulo?

. ¢Como trazar paralelas? ¢Coémo trazar perpendicul ares?

. ¢COmo trazar labisectriz de un anguloy lamediatriz de un segmento?

OUhWN R

Introduccion

Se inicia este médulo presentando dos elementos bésicos en las construcciones
geométricas, como son lareglay el compés. Se recomiendaluego un método gene-
ral pararealizar unaconstruccioén métricay se presentan las operaciones fundamen-
tales con estos dos instrumentos. Se termina haciendo mas construcciones basicas
como son la construccion de un segmento y de un angulo, y €l trazado de perpen-
dicularesy paralelas, y delamediatriz y labisectriz.

Vea el mddulo 28
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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Capitulo 8: Construcciones
28.1 Elementos de la construccion

Conviene repetir aqui los tres primeros postul ados de los Elementos de Euclides.

i. Puedetrazarse unarecta de un punto a otro.

ii. Unarectafinita puede prolongarse continuamente en linearecta.

iii. Una circunferencia puede describirse tomando cualquier centro y una
distancia.

Antes de proceder a considerar problemas de construccion con regla’y compas,
debemos hacer varias aclaraciones:

a. Cuando hablamos de unareglay un compas, queremos decir una‘‘reglaidea’” y
un *‘compésideal” quetrazalineasrectasy circunferencias exactamente.

El espesor delasmarcasdel [&piz y las aproximacionesinvolucradasen el dibujo
No NOs conciernen.

b. Lareglaeuclidianano tiene graduaciones. Podemos usarlaparatrazar unalineaa
través de dos puntos dados y Unicamente para eso; no podemos usarla para
medir distancias entre puntos, ni aun para decir si dos segmentos son congruen-
tes.

¢. El compés euclidiano se puede usar del modo siguiente: dado un punto 0™ y un
punto “‘p’’ (en el plano), podemostrazar lacircunferenciaquetiene centro ‘o0 y
guecontienea“ p’’. Esto esparalo Unico que podemosusar el compas euclidiano.
Por este motivo, un compés euclidiano sellamaamenudo ** compés que secierra’
(él solo). Difiereddl compas moderno (Birkhoff, George David, 1884-1944) en que
éste conserva su aberturay en consecuencia puede utilizarse paradividir y para
transportar segmentos; sin embargo, ambos son equival entes.

28.2 Métodos de la construccion

1. Sesupone el problemaresuelto, esdecir, admitidalaexistenciadelasolucion se
procura reducir las condiciones impuestas a otras que conllevan a problemas
conocidos (por medio de las condiciones necesariay suficiente).

2. Cuando lasustitucién no seanecesariay suficiente conviene, a menos, utilizar
condiciones necesarias parano correr €l riesgo de perder soluciones extrafias.

3. Cuando se ha operado con condiciones solo necesarias se procede aestudiar
como varialasolucion o soluciones del problemaal variar los datos.

Enformamassimple:
a. Dar el problemapor resuelto.
b. Determinar las propiedades delafigura.

¢. Utilizando estas propiedades convertirlo en un problema equivalente ya conoci-
do.
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Modulo 28: Construcciones geomeétricas

28.3 Operaciones fundamentales con regla y compas

a. Trazar unarecta que une dos puntos (regla).

b. Hallar el punto de interseccion de dos rectas (regla).

¢. Trazar unacircunferenciade centro O y radio dado (compas).

d. Efectuar unainterseccion de unarectay unacircunferencia (reglay compas).
e. Efectuar unainterseccion de dos circunferencias (compas).

Notacion
1. Ené€l capitulo 5, lacircunferenciade centro O y radio r, lomismo quee circulo, se

denotaron con C(O,r) y E(O,r), respectivamente.

2. Parasimplificar y paracomodidad en las construcciones, lacircunferenciade
centro O y que pasa por un punto P la denotamos O (P).

3. Si el radio delacircunferenciaeslamedidade AB =b, sedenotaracon A(AB) o
A(b); notese que A(AB) = A(B) = A(b).

Convencion
En la construccién de un problema aparecen tres clases de trazos, que para mejor
identificacion losdiferenciamosasi (figura28.1):

Figura 28.1

a. Datos: trazado continuo (fijo).
b. Auxiliares: trazos discontinuos delgados.
¢. Resultados: trazos continuos gruesos.

28.4 Usos elementales de la regla y el compas

Construccion 1
El compés usado como transportador de segmentos (figura 28.2).

Figura 28.2

Con centro en C trazamos C(AB) A AB=CE.

Construccién 2
En un punto sobre una recta construir un angulo congruente a un angulo dado
(compés) (figura28.3).

Nicomedes

Nicomedes es conocido por el
descubrimiento de la concoide que lleva su
nombre (curva obtenida por la
prolongacién o disminucion del radio vector
de cada punto de una recta dada en un
segmento constante); aplicd dicha curva a
la solucion de los problemas de la
duplicacion del cubo y la triseccion del
angulo, e inventé un método mecanico para
trazarla. Estudid la cuadratriz de Hippias y
su aplicacion al calculo de la cuadratura del
circulo. Una de sus mas importantes obras
es Introduccion a la aritmética.
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Capitulo 8: Construcciones

Figura 28.3

1. Con A como centroy cualquier radio trazamosun arco quecortea AB enE y a

EenD.

2. ConP como centroy radio AD, construimos LH gueintersecaa FM enH, osea:
A(AE)= A(AD)=P(PH)=P(PL).

3.Con centro en H y radio ED construimos un arco que cortaa LH enJ, osea:
E(ED)=H (HL).

4. Trazamos PL.

5. HPJ = BAC. Demuéstrelo. (Sugerencia: trace DE y LH.)

Construccion 3
Trazar lamediatriz de un segmento (compéasy regla) (figura28.4).

Figura 28.4

AB
1. ConAy B como centrosy con radio AM > —, trazamos A(AM)=B(BM) que

secortanen My N.

2. Trazamos MN quecortaa AB enE.

3. MN esmediatriz. Demuéstrelo. (Sugerencia: trace AN, BN ,BM , MA)

Construccion 4
Trazar laperpendicular por un punto P aunarecta ¢ (compasy regla) (figura28.5).
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Modulo 28: Construcciones geomeétricas
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Figura 28.5

1. Trazamos P(PS) = P(PR) conradio mayor que PT.
2. Trazamos S(SN) = S(SM) = R(RN) = R(RM) >%RS.

3. Trazamos PM.

4, PK/I 1 ¢. Demuéstrelo.
Se dejacomo gjercicio construir la perpendicular levantada por un punto P que
pertenezca a unarecta.

Construcciéon 5
Trazar labisectriz de un &ngulo (compésy regla) (figura28.6).

A

Figura 28.6

1. Trazamos B(BE) = B(BD) cualquiera.

2. Trazamos D(DF) = E(EF) > % DE.

—

3. Trazamos BF .

4. BE bisectrizde ABC.

Demuestreque BF eslabisectrizy esUnica.

Construccion 6

Trazar una paralela por un punto P exterior a una recta dada ¢ (compésy regla)
(figura28.7).
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Capitulo 8: Construcciones

Figura 28.7

1. Por P trazamos QHR tal que QHngz{T},\Q_p_R_

2. Con P como vérticey FTQ como lado, construimos a = ,3
3. 4,11 ¢ . Demuéstrelo.

Nota: en la construccion anterior se ha usado €l concepto de angul os correspon-
dientes. También se puede usar €l de angulos alternosinternos paralamismacons-

truccion. Esta se ilustra en la figura 28.8 y se pide describir el proceso y dar la
demostracion correspondiente.

. P." - I.L
< B t- »
P oy
e !
# Y I
N Y i
’ T
}) : k
’ 1
F :
/ :
L 1
L 1
! )
.
- il i ﬂ [ » e
- ’) Ll
R T -~ 8
Figura 28.8

Construccion 7

Dividir un segmento en un nimero dado de segmentos congruentes (parael caso
n=4) (figura28.9).

M,
M, .-
M, %
-'Ha 1‘; :.
M, Nl
""’I ‘::"', :|: K |i I
e i o ' |
e H ! | H
P\ CRR S S
A BB R R B
Figura 28.9
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Modulo 28: Construcciones geomeétricas

1. Construimos AT\Z cuaquiera

2. Dividimos AM en segmentos congruentes AM, M;M,,..., M, M

3. Construimos M_nB

4. Por M;,M,,..,M__, construimos paralelas a M_nB que cortan a AB en
P.P,...,P,.

5. Los puntos P,,...,P, , dividena AB en segmentos congruentes. Demuéstrelo.
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Médulo 29

Construccion de triangulos

Contenidos del mddulo

29.1 Construcciones bésicas de tridngulos

- Objetivos del médulo

. L . . o Robert Simson
1. Construir los triangulos que cumplen con los criterios de congruencia de trian-

gulos. (1687-1768). Matematico escocés nacido
2. Andlizar el casoambiguo (L-L-A). en Kirktonhall y muerto en Glasgow.

_ Preguntas basicas

1. ¢Cdémo construir un triangulo conociendo:
a. Dosladosy el angulo comprendido?
b. Dos angulosy €l lado comprendido?
C. Las medidas de los tres [ados?
2. ¢Como construir un triangulo conocidos dos lados y € angulo opuesto?

_ Introduccion

En este modulo se estudia la construccion de triangulos, dados los elementos
basicos que posteriormente se aplicaran en la construccion de triangulos en una
formaméasgeneral.

Vea el mddulo 29
del programa de
L television Geometria

Euclidiana
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Capitulo 8: Construcciones
29.1 Construcciones basicas de triangulos

Consideremos cuatro casos de construcciones basicas de triangulos:
a Dadoslosladosay by € angulo c (L-A-L), (m(é) <180°).

b. Dados un lado y dos angulos By € (A-L-A), (m(B)+m(C) <180°).
c. Dadostreslados(L-L-L), (a<b+c).
d. Dadosdosladosay b, e angulo A (L-L-A).

Solucién al casoa: L -A-L (figura29.1)

Recuerde: 1. C(M): circunferenciade centro C que pasapor M.
2. C(CM): circunferenciade centro C y radio=CM.

Figura 29.1
Demostracion
1. C(N)=C(M)=C(N,)=C(M,) 1. Construccion del angulo.
2.C(a)=C(B); C(b)=C(A) 2. Construccion deloslados CB y CA,
respectivamente.
3. Trazamos AB 3. Construccion.
4. AACB Unico 4. L-A-L: m(C) <180°.

Solucién al casob: A-L-A (figura29.2)

Figura 29.2
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Demostracion

1. B(Q)=B(Q) =B(R)=B(P)
Q(P) = Qi(R)

2. B(a) = B(C)

3. C(R)=C(S)=C(R)=C(S,)
R(S) = R,(S,)

4. Trazamos CS; hastacortar a
BP.en A

5. AABC Unico

Solucién al casoc: L-L-L (figura29.3)

B C
B
C

Demostracion

1. B(a) = B(C)

2. B(b) = B(A)

3. C(c)=C(A

4. B(A) N C(A):{A}
5. AABC Unico

Solucién al casod: L-L-A (figura29.4)

1. Construccién del angulo.
PBQ=PBQ.

2. Construccion del lado BC.
3. Construccion del éngulo.

S,CR,=SCR.

4. Construccion.

5. A-L-A: m(B)+ m(C)<180°

Figura 29.3

1. Construccion del lado BC.
2. Construccion del lado BA.
3. Construccién del lado CA.
4. Interseccion delugares.

5. L-L-L:a< b+c.

Sea «d» ladistanciade «C» al lado opuesto. d <b y pueden ocurrir los siguientes

cuatro casos:

i) a<d: nohay solucién.

ii) a=d<h: solucion Unicao a>b>d, A obtuso.

iii) d<a<b: unaodossolucionessi A esagudo; y ninguna solucién si A es

obtuso.

iv) a=bh: con A agudo, €l tridngulo esisosceles.

Modulo 29: Construccion de triangulos

Robert Simson

Simson estudié los textos de los
matematicos griegos y publicd diversas
obras basadas en ellas: tradujo los
Elementos de geometria, de Euclides, y
escribi6 sobre las conicas siguiendo el estilo
del matematico griego Apolonio de Perga.
En su nombre se define la «recta de
Simson» como aquella recta que esta
definida por los pies de las perpendiculares
bajadas a los lados de un tridngulo, desde
un punto cualquiera de un arco de la
circunferencia circunscrita (el llamado
teorema de Wallace-Simson afirma que el
lugar geométrico de todos los puntos P
para los cuales los tres puntos antes citados
estdn alineados es precisamente la
circunferencia circunscrita del tridangulo
original).
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Capitulo 8: Construcciones
Veremos a continuacion la solucién de cada uno de estos casos:

i) a<d (figura29.4).

C B
;oA b C ﬂ"
/S oc 4 D
a<d : B
T/ 1 P
o T T
J.r? ) ] T| :"-1-{"{ l‘l"\- il
/ ; - Y .
A ‘R A R, C
Figura 29.4
Demostracion
1. ARR)=A()=A(R)=A() 1. Construccién del angulo
R(T) =R (T) TAR = T,AR.
2. A(b) = A(C) 2. Construccion del lado AC.
3. C(a) = C(B) 3. Construccion del lado CB.
4. CD 1| AB 4. Construccion.
5. a<d 5. Hipdtesis.
6. C(B) A ﬂé =g 6. Noexistetridngulo.
i) a=d<b(figura29.5)
b
d
- \
A iN, c
Figura 29.5
Demostracion
1. A(N)=AM)=A(N)=AM,) 1. Construccién del angulo.
N (M) =N, (M,) MAN = M,AN,.
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2. A(b) = A(C) 2. Construccion del lado AC.
3. C(D)=C(B) 3. CD L AB.
4. AABC Unico 4, H-C.

iii) d<a<b; A agudo (figura29.6)

C a
A b
C d

Figura 29.6

Demostracion

1. AN)=AM)=A(N,) =AM, 1. Construccion del angulo.

N (M) =N, (M,) MAN = M,AN,.
2. A(b) = A(C)

3. C(a) N AM, = {B,B,} 3. d<a

4. AABC y AAB,C solucion 4. Deéfirmacion 3.

5. AB,C complemento deB 5. ACB,B isdsceles.

iv) a=b; A “agudo (figura29.7).

Figura 29.7

2. Construccion del lado AC.

Modulo 29: Construccion de triangulos
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Capitulo 8: Construcciones

Demostracion

1. A(N)=AM)=A(N) =A(M,) 1. Contruccion del angulo.
N (M) = N, (M,) MAN = M,AN,.

2. A(b) = A(C) 2. Construccion del lado AC.

3. C(a) = C(b) 3.a=h.

4. AABC isOsceles 4, AC=CB=a=h.

Nota: analizar el casodea>b y d <a.
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@rcicios
Madulo 29

1 Construya un tridangulo recténgulo dados:

a. C-C: los doscatetos (aplique L-A-L).

b. C-A: uncatetoy unéngulo (apliqueA-L-A).

c. H-A: lahipotenusay un éngulo (aplique L-A-A).
d. H-C: lahipotenusay un cateto (apliqueA-L-L).

2 Construya un triangulo isosceles dados:
a Unladoy unéangulo (apliqueL-A-L 0A-L-L).
b. Labasey unlado (apliquelL-L-L).
c. Labasey unangulo delabase (aplique A-L-A).

3 Circunscriba una circunferencia a un triangulo dado (trace lasmediatrices y su punto de corte sera €l centro del
circulocircunscrito, por ello sellamacircuncentro).

4 Inscribaunacircunferenciaen un triangul o dado (trace las bisectricesy el punto de corte seré el centro delacircun-
ferenciapedida, por ello sellamaincentro).

5. Construya un tridngul o congruente a un tridngulo dado (aplique L-L-L).
6. Construya un triangulo equiléatero dados:

a Unlado(L-L-L).

b. Laaltura(A-L-A,A-A-L).

c. El radiodé circuloinscrito (H-C).
d. El perimetro (A-L-A) (figura 1).

Figura 1

Sugerencia: AD = perimetro.
Construya AADE (A-L-A), dondeel angulo Amide30y ¢ esAD oseael perimetro. DeterminelosvérticesBy C.
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7. Construya un triangulo conocidos €l perimetro y dos angulos.

8 Construya un triangulo dados dos angulos y la suma de dos de sus lados (figura 2).

Sugerencia: construya ACBX dados: AX = AB + BC, B y C.

Figura 2

9. Construya un triangulo isosceles dados el perimetro y la perpendicular trazada a la base del vértice opuesto
(figura3d).
C
Hipétesiss EF = AB + AC + CB
CD =h; CD 1 EF
Tesis: construir AABC isosceles

Figura 3

10.  Construya un tridngulo rectangulo conociendo un cateto y una de las medianas (tres soluciones).

=

Construya un triangulo isosceles conociendo |a altura desde el vértice y la mediana a un lado congruente.
12, Construya un triangulo rectangul o isdsceles conociendo:

a. Lahipotenusa.
b. Ladtura

13 Contruyaun tridngulo rectangulo conociendo:

a. Laaturay lamedianaque parten del angulo recto.
b. Laalturay labisectriz que parten del angulo recto.

14.  Construya un triangulo rectangulo conociendo la atura relativa a la hipotenusa y sabiendo que labisectriz del
angulo recto es:

a. Congruente con el cateto menor.
b. Congruente con el cateto mayor.

Ejercicios del modulo 29




15. Construya un rectangulo dados un lado y €l angulo de las diagonales (figura 4).

D C

Hipstess. AB y AOD

0 Tesis: construir ABCD recténgulo

Figura 4
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Médulo

Construcciones generales

Contenidos del modulo

30.1 Construccion de tridangul os dados tres elementos

. Objetivos del médulo

L, Apolonio de Perga
1. Construir tridngulos dados tres de sus elementos.
2. Construir algunos cuadriléteros. (¢262-180? a.C.). Matematico griego
nacido en Perga, Panfilia (hoy Turquia).

. Preguntas basicas

1. ¢Cémo construir algunos tridngul os dados tres el ementos?

Introduccion

En estaseccion final se estudialaconstruccién de al gunos tridngul os dados tres de
sus elementos. En estas construcciones se aplican los principios basicos vistos en
€l moédulo anterior.

Vea el mddulo 30
del programa de
television Geometria
Euclidiana
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Capitulo 8: Construcciones

30.1 Construccion de triangulos dados tres elementos

Tomemos algunas convenciones para la nomenclatura de elementos de triangul os:
1. Los angulos de un triangulo los denotamos con los vértices correspondientes.

2. Lamedidade loslados con letras mintscul as correspondientes a vértice opuesto
(figura30.1a).

3. h,,h,,h, sonlasalturas correspondientesalosladosa, b, ¢ (figura 30.1a).
4. m,,m,,m_sonlasmedianas correspondientesalosladosa, b, ¢ (figura 30.1b).

5. b,,b,,b, sonlashisectrices correspondientesalosladosa, b, ¢ (figura30.1c).

Figura 30.1

Nota:

a. Lospiesdelasalturas, medianasy bisectrices son respectivamente: H_, H,, H ,
M,M,M,B,B,B.

b. Tomando el sentido contrario a las manecillas del reloj podemos dar una nota-
cion para los elementos de un cuadrilatero asi como lo hemos hecho con los
elementosdel triangulo (figura30.2).

Figura 30.2

Considerando los elementos de un triangulo (3 lados, 3 angulos, 3 bisectrices, 3
medianas, 3 aturas; 3 piesde: alturas, medianas, bisectrices; centrosde circunfe-
renciainscritay circunscrita; perimetro, sumay diferenciadelados), vemos que en
total son 28 elementosy que tomados de 3 en 3 resultan tedricamente 3.276 cons-
trucciones posibles.
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Pararedlizar estas construcciones nos basamos en las construciones elementales
de laseccion anterior, y apareceran sombreadas.

Construccion 1
Dados: alturacorrespondienteal lado“a” (h,)yloslados“a” y “c” osea: h,, a,

c,con ¢ > h, (figura30.3).

Figura 30.3
Demostracion
1. Sobrelarecta ¢ tomamosH, 1. Construccion.
2. Levantamos por H, unaperpendicular a ¢ 2. Construccién.
3. H,(h)=H_(A 3. Construccion AH,.
4. A(c)=A(B) 4. Construccion de AB.
5. B(C')=B(C)=B(a) 5. Construccion de BC = a.
6. AABC' yAABC solucién 6. Cumplenlacondicion.

Nota: obsérvese quelos cuatro primeros pasos corresponden ala construccion del
triangulo rectangulo ABH_ dados H-C (el cateto esh,).

Construccion 2
Dados: alturacorrespondiente al lado“a” y loslados“b”y “c”; oseah,, b, c, con

b>h, yc>h, (figura30.4).

A ha H,
A L B
A b C
1
:. . _L}, j
¢ - L — .
o B H, O
Figura 30.4

Modulo 30: Construcciones generales

Apolonio de Perga

Fue Ilamado el «Gran Geémetra». Sus
extensos trabajos sobre geometria tratan
de las secciones conicas y de las curvas
planas y la cuadratura de sus dreas. Escribio
sobre calculos aritméticos y estadistica y
puso los cimientos de la geometria de
posicién con su Tratado de las cénicas, que
en un principio estaba compuesto por ocho
libros.
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Capitulo 8: Construcciones

Demostracion

1. AABH rectangulo Unico 1L.H-C(c>h,).

2. A(C)=A(C) 2.AC=h.

3. AABC y AABC' soluciones 3. Cumplenlascondiciones.

Construccion 3
Dados: mediana correspondiente al lado “a” y loslados“a” y “c”, o sea

M,.a,c (figura30.5).

A e M,
A C B
B__a [

Figura 30.5
Demostracion
1. Determinamos M, 1. M, punto medio de BC.
2. AABM, Uinico 2. L-L-L(AMa, AB y BM.).
3M, (m,)NB (c)={A} 3.BA=c, MA=m.
4. AABC Unico 4. Al unir AconC.

Construccion 4
Dados: lamediana correspondiente al lado “a”, €l lado “c” y el angulo correspon-
dienteal vértice B, oseam,, ¢, B (figura30.6).

A =M,
A ¢ B
4 X
¢ «-- ;
B M, M) c
Figura 30.6
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Demostracion

1. Construimosel B

2. B(c) =B(A)

3. A(m,) = AM;)=AM,)

4.M'(B)=M.(C’) ; M,(B) =M, (C)

5. AABM, puede o no existir

6. AABCY AABC' soluciones

Construccion 5

1. Construccion.

2. Construccién de AB =c.

3. Construccion de m,.

4. M, y M, piesdemedianas.

5. A-L-L (1,20 ningunasolu-
cion).

6. Enel caso dequeA-L-L tenga
dos soluciones.

Dados: la bisectriz correspondiente al lado ““a’, lado ““¢”" y el &ngulo correspon-

dienteal vérticeA, osea b, ,c, A (figura30.7).

Demostracion

1. Construimos A
2. Construimos AB,
3. AB=c

4. AABB, Unico

5. AABC solucioén Unica

Construccion 6

Figura 30.7

1. Construccion.

2. b, bisectriz.

3. Construimoslado AB.
4. L-A-L.

5. AAB,C Unico.

Dados: la bisectriz correspondiente a lado “a”, lado “c” y €l angulo B, 0 sea

b,.c, B (figura30.8).

Figura 30.8

Modulo 30: Construcciones generales
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Capitulo 8: Construcciones

Demostracion

1. Construimos el angulo B 1. Construccion.
2.B(c)=B(A); AB=c 2. Construccion del lado BA
3. A(b,)=A(B,) 3. Construccion delabisectriz.
4. Trazamos BB, 4. Construccion.

5. Construimos B, AC y B;Z\C’ 5. A‘B; y A‘B; bisectriz.

6. ABAB, puede no existir 6. A-L-L.

7. AABC existe (solucion) 7. EmB_Baz{C}.

8. AABC' noexiste 8. AC'nBB! =@.

Nota: cuando se van aconstruir cuadril&teros especiales, la descomposicion de ellos en tridngul os mediante una o las dos
diagonales permite reducir su construccién ala de éstos.
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Capitulo 8

Construcciones

Modulos 27 al 30

Complete cada una de las siguientes proposiciones:

1

2

7.

8

Un punto situado a igual distancia de los extremos de un segmento, estasobre del segmento.

Ladistanciade un punto aunarectaeslalongitud del segmento trazado del punto alarecta.

El lugar geométrico delos puntos que se encuentran aunadistanciadadade un puntofijo es

El maximo nimero de puntos que estan aunadistanciadadade dosrectasincidentes es

Las mediatrices delos catetos de un tridngul o seintersecan en

El méximo nimero de puntos por |os cual es es posible hacer pasar una circunferenciaes

Parainscribir un circulo en un tridngulo es necesartio construir dos de las del tridangulo.

El lugar geométrico del vértice de un tridngul o con hipotenusafijaes

En cadaunadelas siguientes afirmaciones (9 a17) determinelaalternativa correcta:

9.

El lugar geométrico de |los puntos que equidistan de dos rectas es:

a Unarecta

b. Uncirculo

c. Dosrectas paralelas

d. Dos rectas que se intersecan perpendicularmente
e. Dos rectas que se intersecan

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos y a una distancia dada de unarecta es, en general:

a. Unarecta

b. Unacircunferencia

c. Dos puntos

d. Dos rectas que se intersecan
e. El vacio
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14.

16.

El lugar geométrico de un punto a una distancia dada de un punto fijo y equidistante de dos rectas paralelas es, en
general:

a un punto

b. Dos puntos

¢. Unacircunferencia
d. Dos puntos

e. El vacio

El lugar geométrico de un punto equidistante de dos puntosA 'y B 'y de otros dosCy D es, en general:

a. Dos puntos

b. Dos rectas que se intersecan
c. Cuatro puntos

d. Un punto

e. El vacio

El lugar geométrico de un punto equidistante de dos rectas que se intersecan y a una distancia dada de unarecta
fijaes, engenerd:

a. Cuatro puntos

b. Dos puntos

c. Un punto

d. Unarecta

e. Dos rectas no paralelas

El lugar geométrico de un punto equidistante de lostreslados de un tridngulo es:

a. Tres puntos

b. Tres rectas que se cortan en un punto
c. Tresrectas paraelas

d. Un punto

e. El vacio

El lugar geométrico de un punto equidistante de dos rectas que se intersecan y a una distancia dada de un punto
fijoes, engeneral:

a. Tresrectas

b. Tres puntos
c. Un punto

d. Cuatro puntos
e. El vacio

El lugar geométrico de un punto aunadistanciadadade un circulo y aunadistanciadadade unarectaes, en general:

a un punto

b. Dos puntos

c. Tres puntos
d. Cuatro puntos
e. El vacio
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17.

El lugar geométrico de un punto equidistante de dos circunferencias concéntricasy de dos puntos fijos es, en
general:

a un punto

b. Dos puntos
c. Cuatro puntos
d. Seis puntos
e. El vacio

Halleel lugar geométrico del vértice A deuntridngulo ABC debasefija BC ytal quelamediana AM relativaa
BC sea siempre congruente con AC.
R: mediatriz de MC.

Se dan dos rectas cualesquiera KB y AHC y un punto M variable sobre /fC . Del punto M se traza ﬁ 1 KB . Se

prolonga ML unalongitud LE = ML . Determine el lugar geométrico del punto E.
R: AE formandocon ABun angulo LAM o BAC A LAM = LAE.

Enlafigural:

Hipétesis:  “O” centro de O(OB)
A € interior de O(OB) . (Afijo)

OD=DA; AC=CB
Tesis: lugar geométrico de “C”

Figura 1

R: circunferenciadecentroD y radio OB/2: D(OB/ 2).

Enlafigura2:

Hipdtesis: “O” fijotd que O(A); O = A

AB semueve paralelo asi mismo
Tesis: lugar geométrico de “B”

Figura 2

R: circunferenciaigua a O(A).

Sugerencia: sea CD = AB y EHE.

Autoevaluacion



22, Unsegmento se mueve de tal manera que constantemente se apoya en dos rectas perpendiculares entre si. Halle el
lugar geométrico de su punto medio (figura3).

F 3
B Hipotesis:. ¢, L¢
M R
€ \ . AB delongitud dada
A M punto medio de AB
Ael yBel,
Tesis lugar geométrico de M
L4
¢,
Figura 3

23.  Dividaun segmento en partes directamente proporcionales a otros segmentos dados.
24.  Halleel cuarto proporcional de tres segmentos.

25.  Por dos puntos dados trace una circunferencia de radio dado.

26.  Construyaun triangulo ABC dados AB lado, A, AC-BC=AX.

27.  Construyaun tridngulo cualquieraconociendo el lado BC = 6, el angulo m(é) =43y lasuma AB + AC = 10delos
otros dos lados.

28.  Construyaun tridngulo conociendo el lado BC = 6, lamedida m(é) =45°y ladiferencia AB— AC =3 delosotros
dos lados.

29.  Construyaun tridngulo equilétero de perimetro 18.

30.  Construyaun tridngulo ABC conociendo el perimetro 15y m(A) = 60°y m(B) = 45°.

3L  Construyaun triangulo ABC rectangulo en A, sabiendo que la suma de las longitudes de |os catetos es 8 y
m(B) =30P.

32, Construyaun triangulo isdsceles ABC con AB = AC, laaturaAH y lamediana BM.

33 Construyaun triangulo ABC conociendo labase BC, laaturaAH, lamedianaBM. Sugerencia: prolongue BM tal
que BM = MB'.
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3A

37.

41

Construya un recténgulo conociendo su perimetro 12 y su diagonal d =5 (figura4).

D’ C’
D C
A B' B

Figura 4

SeanAM =12, y AC = AC' =5. Construyacon dimensionesreales. ABCD y AB’C’D’

Construya un cuadrado conociendo AE, la sumade dos |

adosy su diagonal AC =B.

Construya un trapecio conociendo sus bases DC =b, ,AB =b, y susdiagonales AC =d,,BD =d,. Sugerencia

sea AE = AB+BE =b, +b,.

Construya un cuadrilédtero ABCD sabiendo que AD =4,DC =6,CB=5,AB=3y m(A) =49,

Construya un cuadrilétero conociendo una diagonal y los cuatro lados. Analice las condiciones de posibilidades.

Construya un tridngulo rectangulo conociendo:

a. Un cateto y la sumao diferencia de los otros dos.

b. Lahipotenusay la suma o diferencia de los catetos.
c.m,, h_rectanguloen A.

Construya un tridngulo conociendo:

a ch,m. b. a,h,m.
C C (4 C

d. c, m_, m,. e c,m,m.

g ab,m. h. .h,m_,m,.

j. Lospiesdelastresalturas
Construya un paral el ogramo conociendo:

a. Susladosy uno delos éngulos que ellos forman.

b. Susladosy una de las diagonales.

c. Sus diagonaesy uno de los angulos que ellas forman.
d. Sus diagonales y uno de sus lados.

c.a, phb,.
f.m,m,m.
i. Los puntos medios de loslados.
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Construya un rectangulo conociendo:

a. Unladoy ladiagonal.
b. Sus diagonalesy uno de los angulos que €llas forman.

Construya un rombo conociendo:

a. El lado y una de sus diagonales.
b. Sus diagonales.

Construya un trapecio isosceles conociendo:

a. Sus basesy su dtura.
b. Uno de sus angulos, su alturay su diagonal.
¢. Su altura, sulado no paralelo y su diagonal.

Construya un trapecio conociendo |os siguientes datos, segun lafigura 5:

a h,b,ef.
b. h, e, a:ﬂ.
c.achb,p.
d.a,c,e,f

Figura 5
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sigma
tau
ipsilon
phi (fi)
ji

psi
omega
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Para ser, saber y saber hacef” "






